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?? ?q2 ????? ?? ?????????? ???? ????????? ?? ????????? ? ???? ???? ?????? H(f)? ?? ??
????????? ?? ???? ???? ? ??? ?? ????? ????????? ??? ???????? ?? ?????????? ???????? ?????
?????????? ?? ? ??????
m =
(
a b
c d
)
.
?? ?? ???? ?? ??? ???? ???? m ?? ??? ??????????? ??? ????????? ???????? ?? ???????? ???? ?????
??? ????? ?? ?? ???? ????? ???? ??? ????????? ?? ??? ???? m ??? ???? γm ??? ??? ???? ???
??? γ ∈ ?q2 ? ????????? ??? ??????????? ????????? ????? ???? ?????????? ???????? ?? ?? ?
??????? ?? ????? ?????? ???? ???2(?q2)? ???? ??????????? ??? ????? ?????? ?? ???2 ??
??? ?????????? ???? ?1? ?? ??????? ???? ??? ?????????? ???? ??? ?? ????????? ??
(cf + d)
∏
α∈?q
((af + b)− α(cf + d)) =
∏
(α:β)∈m−1?1(?q)
(βf − α),
??? ???? ??????????? ?????? ?? ??????????????? ??? ??? ?????? (α : β) ?? ?1(?q2)? ?????
???? ????? ?? ??????? ????? ???? ??? ???????? m ??? m˜ ?? ???2 ???? ??? ???? ????????
?? ??? ???? ?? m−1?1(?q) = m˜−1?1(?q)? ??????? ???? m˜m−1 ∈ ???2(?q)? ?????????
?? ?????? ???????? ?? ? ?????? ?????? ??? ???? ????? ??
???2(?q)\???2(?q2).
?? ? ??????? ?? ??? ???? q3 + q ????????? ?????????? ?????? ???? ?? ???? ??? ? ??????
???????? ???? ??? ????????? ?? ??? ????????? ???? ?? ???(f)/2???????? ???????? ????
????????? ??????? ???? ? ?????? ?????????? ?? ?????? ?? ???? 3???(f)? ?? ?????? ?????
??? ? ????? ?? Θ(q3) ?????????? ??????????? ???? H(f) ??? q2 ???????? ?? ????? ???? Θ(q3)
???? ?? ?????? ?????? ?? ?????? H(f) ??? ???? ????? ?? ????? ???? ????????? ?????????
?????????? ?? ??????? ???????? ???????????? ??? ????? ?? ??????? ???????? ?????????
? ???????? ?????? ????? ??? ?? ??????
????????? ???? ??? ??? ?????????? f ? ??? ?????? H(f) ???????? ????? ?????????? ??? ???
q3 + q ?????? ?? ???2(?q)\???2(?q2) ??? ???? ???? q2?
????? ???? ????????? ??????????? ??? ?????? ??????? ????????? ???????? ?? ???????
???? ????? ????? ????????? ??? ????? ?? ??????????? ???? 
?? ?? ???????? ??? ????????? ??????????
?????? ????? ??? ??????? ?? ???????? ??????? ???? ????????? ??? ?? ??????? ???? ???
?????? H ???????? ???? ??? q3 + q ?????? ?? ???2(?q)\???2(?q2)? ??????? ???????????
?? ??? ?????????? ?? ??? ????????? ?????? ??? ???? ???? q2? ? ?????? ????????? H(f)
?????????? Θ(q3) ???? ????????? ?? ??? ????? ?????? ???? ????????? ?? ????????????
?????? ???? ???? ???? ???? ???????????? ????????????
?????? ????????? ???????????????? ??????????? ???????? ??? ???????? ?????????
??????? ?? ?pm ? ????? p ?? ??? ?????????????? ?? ??? ????? ??? ??????? p = Lpm(α)?
??? ???? α ?? ??? ????? [0, 1]? ?? ?pm ?? ??? ?????? ?? ? ???????? ????? ??? ??? ?????????
?? ????????? ???? ??? ? ?????? ?????? ??????? ?????????????? ?? ???????? ???  ?? m
?? m ?? ???? ??? m/2 ?? m ?? ????? ????? ??? q = p???p ? ??? ???? ?? ?q2 ? ????? ?? ??
????????? ?? ?pm ? ???? ???? ?q2 ?? ?? ??? ??????????? ????? ??? ????????  = p
???p() ≤ q
?? ?? ??? ?????? ?? ??? ? ?????? ?????? ??????? ??????????????? ?? ????????? ?? ????
???? ?????? ??? ??????? ?? ?q2 ???? ????????? ??? ???????? ????????? ?????????? ??????
?? ??????? ???? ??? ??????????
???(q, )O(??? ) = qO(???m) = ???(p,m)O(???m).
????? m = Lpm(0)? ??? ?????????? ???????
Lpm(α)
O(??? ??? pm).
?? α = 0? ??????? ???? p ?? ?????????? ?? ??? ?????????? ?? ??? ??????????? ?? ??? ?????
???? ??? ?????????? ?? ?? ??? ???? eO((??? ??? pm)2)? ????? ?? ? ???????????????? ????????
?? ??? ??? ?????? ??? pm ?? ??? ???? ?? ??? ????? ?? ??????????? ??? ???????? ?????????
??????? ?? ?2m ??? ?? ?????? ?? ???? eO((???m)
2)? ????? ??????? ???? Lpm(α)O(??? ??? p
m)
?? ??????? ???? Lpm(α′) ??? ??? α′ > α? ?????????? ??? ??? α < 1/3? ??? ????????? ??
?????? ???? ??? ?????????? ????? ??????????
?
??? ?????? ?? ? ??????? ??????
????????? ???? ??????? ?? ????? ?? ? ????? ???? ???? ???????? ?????????? ?????????
?? ?????????? ?????????? ??????????? ?????? ?????? ?????????? ??
??????
?? ????????? ??? ?? ??????????? ? ??? ??????????? ?? ??? ?????? ?? ???
??????? ??? ???????? ?????????? ?? ????? ?????? ?????????? ??????????? ????
??? ?????? ????????? ? ?????????? ????? ??????????? ?? ?????? ?? ???
???? ???? ??????? ???????????? ???????? ???????????
???????? ????????? ? ??? ????? ?? ????? ??? ??? ??????????? ?? ??? ?????? ?? ?
??????? ?????? ??? ????????? ???????? ??????????? ??? ?????? ?? ???????? ???????? ????
??? ???????? ????? ??? ???? ??????????? ?? ??????? ? ?????? ????????? ?????????
??????????? ??? ???? ?? ??????? ??? ???????? ????????? ?? ???2(?q)? ??? ????????
????? ??? ????? ?? ??? ???? ?? ???2? ?? ??? ???? ?? ?????????? ???? ?? ? ???????? ?????
???? ???????? ?????????? ??? ?? ???????? ?? ???????????????? ???? ?? ????? ????? ??
???? ???????????????
???? ??????? ? ???????? ???????????????? ?? ? ?????????
??? ???????? ????????? ??????? ?? ????? ????? ?? ????? ?????????????? ???? ?????? ?? ??
????????????? ?????????? ? ????? ??? ????????? ???? ?? ???????? ???????? ??? ?????????
?? ?????????? L(1/2)? ??? ???? ????? ?? ?? ???????? ?? ????????? ????????? ?? ??????
?????????? ???????????? ???? ????? ??? ???? ????????? ???????????????? ????????? ???
??????????? ? ?????? ??? ??? ???????? ?? ??????? ???? ??? ??????? ?? ??? ? ??? ??????
?? ? ???????? ?????????? ??? ??????? ?? ??????? ??????? ? ???????? ???????? ????? ???
???? ?????????? ???? ??? ???? ?????? ? ???????? ??????????????? ???? ??????? ????????
???? ????????? ??????? ? ??? ????? ?? ??? ????????? ????????
??????? ???? ????? ? ????? ????? q? ? ???????? ??????? d? ??????? ??????????? h0 ???
h1 ?? ?qd [x] ?? ?????? ?? ???? 2? ??? ?? ??????????? ??????  ?????? I ?? h1xq − h0? ???
???????? ????????? ??????? ?? ?qd ∼= ?qd [x]/(I) ??? ?? ?????? ?? ???????? ???? q???2 +O(d)?
??? ???????? q? d ??? ? ??? ??? ??????????? h0, h1 ??? I ??? ?????? ?? ?? ??? ?????
??????? ??? ??? ???? ?? ??? ???????? ?? ??? ?????????? ?????? ?? ??????? ???? q > 61? q
?? ??? ? ????? ?? 4? ??? d ≥ 18? ???? ?????? ?? ????????? ????? ????????? ??????????? ???
???? ???????????? ?? ??? ??? ???????? ?? ??? ????? ? ???? ?????????? ???? ??????????
???? ??????????? ??? ???????? ?????????? ??????? ??? ???? ? ????? ???????? ?????????
??? ??? ???????? ????????? ??????? ?? ??? ???????? ?? ??? ????????? ?? ? ???? ???? ??????
?????????? ??????????? h0? h1 ??? I ??? ? ????? d? ? ????????? ??????? ? ????? ????????
?? ?? ??? ?????? ?? ? ??????? ??????
????????? ????? ?? ?? ??? ????????? ?? ???? ??????? ??? ????? ???? ???????????????? ???
???? ??? ??????? ?? ??? ???? ????? ? ???? ????????????? ?? ??? ??????? ??? ?? ?????
???? ?????? ????? ?? ??? ?????? ??? ???? ??? ????????? ?? ??????? ???? ?? ????? ? ?????
???????? ????? ???????? ?????????? ?? ?? ???????? ?? ?????? ? ???????? ??????? ??????????
?? ????????? ????? ???????? ?? ????????? ??????? ?? ??? ????? ?? ? ??????? ?? ????????
?? ??? ?????? ????? ??? ?????? ???????????? ??? ?? ???????? ?? ???? ?? ????? ? ???????
?????????? ?? ?? ???????? ?? ?????? ? ?????? ? ??????????? ?????????? ?? ????????? ?????
???????? ?? ??????????? ?????????? ?? ?qd [x] ?? ?????? 2m ?? ?? ?????????? ??????? ??
??????????? ??????????? ?? ??????? ???????? m? ???? ?????? ? ??????????? ?? ??? ????
???? ?? ??? ??????? ??? ????? ??????? ??? ???? ????????? ?? ??????? ?? ?? ???? ?????? ??
??????? ?????? ?????? ?????????? ????????? ??? ?? ?????? ?????? ?? ??? ????? ?????? ?? ?
???? ????? ???????? ????????? ?? ??????? ?????? ??? ???? ?? ??? ??????? ?? ????????? ??
??? ???????? ???????? ?? ??? ?????? ? ??????????? ??????????
?????? ?????? ? ??? ???????? ??????????? ??? ????? ??????????? ?????? ???? ????????
?? ?qd ??????????? ?? ? ???? ??????????? ?????????? ?? ?qd [x] ?? ?????? 2m ??? ??
????????? ?? ? ??????? ?? ???? ??????????? ??????????? ?? ??????? ???????? m? ????
???????? ??? ?????? ? ???????????? ??? ???? ?????????? ??? m = 1 ?? ???????? ???
??????????? ?? ????????
????????? ??? ?????? ??? ???? ????????????? ?? ??????? τ ∈ ?q ??? ????? [?qd(τ) :
?qd ] ?? ?? ???? ?????? 2m ??? h1(τ) = 0 ?? ??????
??? ? ?????????? ???? ???? ?? h0h1 (τ) ∈ ?qdm ?
??? ? ???? ???? ?? ????? 0 ?? ?? ?? ? ???? ?? h1xq − h0? ??
??? ? ???? ???? ?? ????? dm ?? ?? ?? ? ???? ?? h1xq
dm+1 − h0?
???????????? ? ?????????? ?? ?q[x] ???? ??? ? ???? ???? ?? ?????? ? ????? ? ??????????
?? ???? ?? ?? ?? ??? ? ?????
??????????? ??? ??????? ? ????????????? ????? ?? ????????? k/?qd ?? ?????? m ????
???? dm ≥ 23? ??? ? ???? ??????????? ????????? ?????????? Q ∈ k[x]? ????? ?? ?? ?????????
????? ???? ? ???? ?? ???? ?????? ??????????? (L0, . . . , Ln) ?? k[x] ???? ???? n ≤ q+1 ???
Q ≡ h1L−10 ·
n∏
i=1
Li ??? I,
??? ???? ???? ?? ???????? ?????????? ???? ?? q? d ??? m?
??? ???? ???????????? ?? ???? ??????? ?? ? ??? ????? ?? ??????????? ???? ????? ?????
????? ???????? ? ?????? ????????????? ?? ??? ?????? ? ??????????? ??????? ??? ??????????
????????? ??? ??? ???? ?? ?????? ??? ?????? ?? ???2 ?? ??? ?????????? xq − x ??????
? ??????? ?????????? ?? ??? ?????? ???????? ?? ??? ???????? ????????? ??????? ??? ?????
?? ????? ??????????????? ????? ??????? ???? ?????????? ?? ?????????? ????? ??? ?????
?? ??????? ???????? ?? ?? ????????? ???? ?? ???? ???????? ??????????? ??? ???????? ????
?????? ?? ???2(?q)? ?? ??????? ? ?????? ????????? ????????? ???????? ??? ????? ??
??? ???? ?? ???2?
???????? ?? ??? ?????????? ??? Q ?? ?? ?? ??????????? ???? ??? ??? ??????????? ????????
?????? ? ??????????? ?? ???? ? ?????????? ?? ??? ???? αxq+1 + βxq + γx + δ ??? ?
???? ?????? ?? ????? ?????????? ???? ??? ???? ?? ?????????? ???????????? ?? ???? ???
??????????
????? αxq+1 + βxq + γx+ δ ≡ h−11 (αxh0 + βh0 + γxh1 + δh1) ??? I,
???? ??????? ? ???????? ???????????????? ???? ????????? ??
??? ??? ????????? ?? ??? ?????????? ???? ??? ?????? ?? ???? 3? ???????? ??? ?q???????
????? V ??????? ?? xq+1, xq, x ??? 1 ?? ?q[x]? ??? ??? ?????? ????????
????? VQ = {αxq+1 + βxq + γx+ δ ∈ V | αxh0 + βh0 + γxh1 + δh1 ≡ 0 ??? Q}.
?? ???? ?? Q ?? ? ???? ??????????? ??????????? VQ ?? ?? ????????? ???? ??? ?????????
?????? ???????? ?? ???????? ????????? ?? ?????? ???????? f ∈ VQ(k) ??? ???????????? ??
??? ???????????????? ?1Q(k)? ????? f ?????? ?????????? ???? k ???? ???? ?????? ???????????
(L1, . . . , L??? f )? ????? f ∈ VQ? ??? ?????????? Q ??????? ??? ????????? ?? ??? ??????????
???? ?? ?????? ??? ??? ???????? ?? ? ?????????? L0 ?? ?????? ?? ???? 1? ??? ?????????
??????? (L0, . . . , L??? f )? ???? ????????? ?? ?????????? ?? ????????? ????
????????? ??? ?????? ? ???????????
???????? ?? ????????? k/?qd ?? ?????? m ???? ???? dm ≥ 23? ??? ? ???? ???????????
????????? ?????????? Q ∈ k[x]?
??????? ? ???? ?? ???? ?????? ??????????? (L0, . . . , Ln) ?? k[x] ???? ???? n ≤ q + 1 ???
Q ≡ h1L−10 ·
∏n
i=1 Li ??? I.
?? ??? V (k) ?? ??? k??????? ????? ??????? ?? xq+1? xq? x? ??? 1 ?? k[x]?
?? ??? VQ(k) ⊂ V (k) ?? ??? ?????? ???????? ?????? ?? ???????? ??????
?? ??????
?? ?????? f = αxq+1 + βxq + γx+ δ ????????? ?? ?????? ?? VQ(k)?
?? ???
∏m
i=1 Li ?? ??? ????????????? ?? f ???? ??????????? ??????????? ?? k[x]?
?? ????? (L1, . . . , Lm) ?? ? ???? ?? ???? ?????? ??????????? ?? k[x]?
?? L0 ← (αxh0 + βh0 + γxh1 + δh1)/Q?
?? ?????? (L0, . . . , Lm)?
?? ????? ???? ??? ????????? ?????????? ?? ???????? ?????????? ????? ?? ???? ??
???? ???? ? ?????? ?????????? ?? VQ(k) ??? ???? ??????? ?? ????? ???? ???? ??????
??????????? ???? k? ?? ????? ???? ?? ???????????? ? ???????? C → ?1Q ????? C ?? ??
?????????? ??????????? ????? ?????? ???? k? ???? ???? ??? ????? ?? ??? k????????? ?????
?? C ?? ? ?????????? ???? ?????? ?????????? ???? k? ???? ???????????? ?? ??? ?????? ??
??????? ???? ??? ???????? ?????????????? ??????? ???? C ??? ? ??? ?? k????????? ???????
???????? ?? ?? ?????? ???? ? ??? ?? ??????????? ?? ?1Q(k) ????? ???? k? ???? ?? ???? ??
??????? ????
?????? ??? ?????? ???????? ?? ??????? ?? ???? ??????? ??? ??? ?????? ? ???????????
???????????? ???? ?????? ?? ????????? ? ???? ???????? ????????? ?????????? ????????? ??
??????? ???? ???? ??????? ???? ?? ?? ???????? ?? ????????? ? ??????? ?????????? ????
????? ??? ?????? ????
F = {f ∈ ?qd [x] | ??? f ≤ 1, f = 0} ∪ {h1}.
??? ????????? ??????????? ??????? ??? ?????? ? ??????????? ?? ? ???? ??????? ?????????
???? ??? ?????????? ???? ?? ??? ?????? ?????
??????????? ???? ??????? d ≥ 23? ????? ? ?????????? F ∈ ?qd [x]? ????? ?? ?? ?????????
???? ???? ???????? (ef )f∈F ???? ????
F ≡
∏
f∈F
f ef ??? I,
??? ???? ???? ?? ???????? ???? q???2 +O(d)?
?? ?? ??? ?????? ?? ? ??????? ??????
?????? ???? ?? ??????????? ??? ?????? ??????? ????????? ?? ???????? ?????? ??? ???? ?
???? ??????????? ?????????? G ∈ ?qd [x] ?? ?????? 2e ???? ???? F ≡ G ??? I ????? ???
?? ???? ??? e = ???2(4 + 1)? ??? ? ????? ??????? ???? ??? ??????? ????? ????
???? ??? ????????? ?
qd2
e−1 ? ??? ?????????? G ?????? ???? 2e−1 ???? ??????????? ?????????
???????????? ??? ????????? ????? ???(?
qd2e−1/?qd)? ??? Q ?? ??? ?? ????? ??? ?????
??? ????????? ?? ??????????? ??? ?? ??????? Q ?? ????? ?? ?????? ??????????? (L0, . . . , Ln)
?? ?
qd2
e−1 [x] ??? h1? ??? ??? ????? i? ??? L˜i ?? ??? ??????? ?? ??? ??? ?????????? ?? Li
?? ??? ????????? ?
qd2
e−1/?qd ? ?????
F ≡ h2e−11 L˜−10 ·
n∏
i=1
L˜i ??? I,
??? ???? L˜i ??????? ???? ???? ??????????? ??????????? ?? ?????? ? ????? ?? ? ?? ???? 2e−1?
??? ??????? ???????? ?? ??????????? ???????? ???? ?????? ?? ???? L˜i ????? ??? ??? ???????
??? ?? ??? ?????? ???? F? 
????? ?? ??????? ???? ??????????? ??? ?????? ???????? ???? ??????? ???? ????? ????
???? ??? ??? ??? d ≥ 23? ?? ?????? ???? ?????????? ?? d? ??????? ???? d ≤ 22? ???
??? d′ ≤ 44 ?? ??? ???????? ???????? ?? d ?????? ???? 22? ??? I ′ ?? ?? ??????????? ??????
?? I ?? ?qd′ [x]? ??? ???????? ????????? ??????? ??? ?? ?????? ?? ???????? ????
q???2(??? I
′)+O(d′) = q???2 +O(1)
?? ??? ???? ?qd′ [x]/(I
′)? ??? ????????? ???? ?? ??? ??????? ?qd [x]/(I)? 
???? ??? ?????? ?? ???2 ?? xq − x
?? ??????? ?????????? ??? ??????? ?????? ??? ?????? ? ??????????? ????? ?? ???? ?
?????????? ?? ??? ???? αxq+1 + βxq + γx+ δ ??? ? ???? ?????? ?? ????? ?????????? ????
??? ???? ?? ?????????? ???? ???? ?? ??????? ??????? ?? ??? ?????? ?? 2× 2 ???????? ?? ????
????????????
????????? ???? ?? ?????? ??  ??? ?????? ?? ?????????? 2 × 2 ???????? ?? ??????????
??????????? ?????? ?? ????????(
a b
c d
)
 f(x) = (cx+ d)??? ff
(
ax+ b
cx+ d
)
.
???????? ??? ?q??????? ???????? V ??????? ?? xq+1, xq, x, ??? 1 ?? ?q[x]? ??? ?????
?????? ??????? ?? ?????? ?? ??? ????? ???2 ?? ??? ?????????? ????? ?(V )? ????? ?? ????
????? ? ?????????????? ??? ??????????? ?? ?(V ) ?? αxq+1 + βxq + γx+ δ? ??? S ?? ???
????????? ??????? ?? ?(V ) ?????? ?? ??? ???????? αδ = βγ? ???? ??????? ?? ??? ?????
?? ??? ????????
ψ : ?1 ×?1 −→ ?(V ) : (a, b) −→ (x− a)(x− b)q.
???? ???? ?? ????? ????? ????????? ?????????? ?? ??????? ??????? ??? ?? ????????? ????
ψ(∞, b) = (x − b)q? ψ(a,∞) = x − a ??? ψ(∞,∞) = 1? ???? ?????????? ?? ??? ????
f(x) ∈ V ??? ? ???? ?? ?????? n ?? ??????? ?? f ?? ?? ?????? q+1−n? ???? ??? ?????????
????? ????? ???? ????? ???? ??? ??????? S? ??? ??????????? ?? ?(V ) ???? ??????? ???
????? ??? ???2?
????? ???? ?? ???? ?(V ) \ S = ???2  (xq − x)?
???? ??? ???? ?? ????? ??
?????? ????? ?????? ???? ???? S ??? ?(V ) \ S ??? ?????? ????? ??? ?????? ?? ???2? ??
??????????? ???2  (xq −x) ⊆ ?(V ) \S? ??? f(x) ∈ ?(V ) \S? ??????? ?? ?????????????
???? f(x) ??? ? ?????? ???? r ∈ ?1? ??? ??? g ∈ ???2 ?? ? ?????? ??????????????
??????? 0 ?? r? ??? ?????????? g  f(x) ??? ? ?????? ???? ?? 0? ?? ??? ?? ????????
?? ?????? ????? ??? ???? ?? ?? ??? ???? αxq+1 + βxq? ?? ?? ?? ?? S? ? ??????????????
????????? f(x) ??? q+1 ???????? ?????? ??? g ∈ ???2 ???? 0? 1 ??? ∞ ?? ????? ?? ?????
?????? ????? g  f(x) ??? ? ???? ?? 0 ??? ?? ∞ ?? ?? ?? ??? ???? βxq + γx? ??? ????? ??
???? ??? ? ???? ?? 1? ?? ??? ???? ?? xq − x? 
???? ?????? ??????? ???? ???? ??????????? ?? ?(V ) ??? ?? ??? ???? g  (xq − x)? ???
???? ????? ?????????? ???? ??? ???? ?? ????????? ?? ??? ?????? g?
???? ??? ???? ?? ?????
???????? ? ????? ???? ????????? k/?qd ?? ?????? m? ??? Q ?? ?? ??????????? ?????????
?????????? ?? k[x] ??????? ?? h1? ??? a1 ??? a2 ?? ??? ????? ?? Q ?? ?q? ??? ?????? ?
??????????? ???? ?? ?????????? Q ?????? h1xq − h0 ?? ? ??????? ?? ?????? ????????????
?? ?? ??? ?? ????? ? ??????? ?1Q ⊂ ?(V ) ?????????????? ??????????? ???? ??? ????????
???? ?? ?? ??????????? ?? Q ?????? ???? ???? Q ??????? ??? ?????????? ???? ?? ??????? ??
???? ???????? ?? ????? ?1Q ??? ???? ??? ??? ??????? ?? ????? ??? ???? ???????????
????????? ??? ?? ?????????? ??? ??????? S ???? ????? ????
?????? ???? V ?? ??? ?q??????? ???????? ??????? ?? xq+1, xq, x, ??? 1 ?? ?q[x]?
???????? ??? ?????? ???
????? ϕ : V −→ ?q[x][h−11 ] :
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1 −→ 1,
x −→ x,
xq −→ h0/h1,
xq+1 −→ xh0/h1.
?? ???? ?1Q ?? ???????????? ??? ??????????? f ∈ V ???? ???? ϕ(f) ?? ????????? ?? Q?
??? ??? P ∈ ?q[x] ??????? ???? h1? ????? ϕP = πP ◦ϕ ????? πP : ?q[x][h−11 ] → ?q[x]/P
?? ??? ????????? ??????????? ?? ??? ??? ????? ?1Q ??
????? ?1Q = ?(???ϕQ).
??? ??????? ?1Q ?? ??? ???????????? ?? ??? ??? ?????? ?(???ϕx−a1) ??? ?(???ϕx−a2)?
????? ???? ?? Q ?? ??? ? ?????????? ????? ???? |(?1Q ∩ S)(?q)| = 2? ??? ????? ???
?????? ??? ?? ??? ???? ψ(a1, b1) ??? ψ(a2, b2)? ???? a1 = a2 ??? b1 = b2?
?????? ??? a ∈ {a1, a2}? ?? ????
?(???ϕx−a) ∩ S = ψ
({a} ×?1) ∪ ψ(?1 ×{h0
h1
(a)1/q
})
.
????? ??? ?????????? Q ?? ???????????? ?? ???? a1 = a2? ???????????? ???????? ???? Q
?? ??? ? ?????????? ????? ?? ???? h0h1 (a1) ∈ k? ??? ??????? h0h1 (a1) = h0h1 (a2)? ?????????
??? ???????????? ?1Q ∩ S ?? ????? ??
?(???ϕx−a1) ∩?(???ϕx−a2) ∩ S =
{
ψ
(
a1,
h0
h1
(a2)
1/q
)
, ψ
(
a2,
h0
h1
(a1)
1/q
)}
.

?? ?? ??? ?????? ?? ? ??????? ??????
?? ??????????? ???? Q ?? ??? ? ?????????? ????? ?1Q ?? ??????? ??? ???? ??????? ???????
??? ??? ?????? s1 = ψ(a1, b1) ??? s2 = ψ(a2, b2)? ?? ??? ? k???????????? ?1 → ?1Q :
α → s1 − αs2? ??? ???? ?????? ??? ??? ?????? s1 ??? s2 ???? ? ??????? ???? ?? ??? ???? ??
??? ????????? ??? ??? ????????? ??????????? ????? ???? ???? ?????? ?????? ???? Q ?? ?
???? ???????????
??????????? ???? ??????? Q ?? ? ???? ??????????? ????? (?1Q ∩ S)(?q) = {s1, s2}?
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r → (s2(r)s1 − s1(r)s2, r)? ??????? ??? ???????????? X ∼= ?1 ??? ?1Q ∼= ?1? ????
?????????? ?? ?????????? ?? ??? ????? θ ?? ??? ????????? ??????????? ??????? ???????
?????? ??? ????????? ??? ??????? ?????? ??? ?????????????
(u, r)   u
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??????? ?? a ??? ?(η−1(η(a))) = 2? ???? Z ×Y Z \Δ ?? ?????????? ???????????? ????? Δ
?? ??? ???????? ??????????
?????? ?? ?????????????? ??????? ???? Z ×Y Z \Δ ?? ??? ?????????? ???????????? ??? ???
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????????? ?? ?? ????????? ?? Y3 \ S3? ??? A ?? ??? ???????????? ?? μ(Y3) ???? ??? ????
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??????? ?? A ?? ?3? ???? ??????? ??? ???? ????? ????
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???? ?? ????? ?? h1xq − h0? ?? ?? h1xqdn+1 − h0 ??? n | m/2? ?? ??????? h0h1 (τ) ∈ ?qdm/2 ?
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??????? ?????? ??????? ??? ????? ?? ??? ?????? ?????? ???????? ?? ???????? ??????????? ??
??? ????????????? ?? X ?? ????? ?? ??? ?????????? ?? K? ??????? ?? ??? ?????? ?? ???????
??????????????? ????? ?????? ? ????????? ??????? m ?? K ???? ???? X(?) ∼= ?g/Φ(m)? ???
???? ??????? ??????? ?? ?g/Φ(m) ?? ?g/Φ(m∗) ?????
m∗ = {β ∈ K : ??K/?(βm) ⊂ ?}.
????? ? ???????????? L ?? ?g/Φ(m) ??? ????????????? ???????????? ??????? ?? ??? ???????
ϕL : ?g/Φ(m) → ?g/Φ(m∗) ????? ?? x → ρa(ξ)x ??? ???? ?????? ????????? ???????
ξ ∈ K ???? ???????? Φ(ξ) ∈ (i?>0)g? ??? ???????????? ?? ???? ????????? ?? ??? ???????
???? E(x, y) = ??K/?(ξxy)? ??? ???????????? ?? ????????? ?? ??? ???? ?? ϕL(Φ(m)) =
Φ(m∗)? ????? ?? ??? ???? ?? ξm = m∗? ????? ??? ??????? (K; Φ) ????? ????? ? ???????????
????????? ??????? ??????? (A?,L) ?? ?????????? ?? ??? ?????????? ???? (m, ξ)? ?????
???????? ξm = m∗? ??? ??????? ????? ????? ?? O? ???? ?? ???? ?????? ?? ?? ?????? ??
C(O) = {(a, α) | a ∈ I (O) ??? aa = αO, α ∈ K+ ??????? ????????}/ ∼
???? ????????????? ??????????????? ????? ??? ????? (a, α) ??? (b, β) ??? ?????????? ???
??? ???????? ∼ ?? ????? ?????? ?? ??????? u ∈ K× ???? ???? b = ua ??? β = uuα? ???
??? (a, α) ∈ C(O) ??? ?? ????????????? ??? ???? (a−1m, αξ) ??????????? ?? ? ???????????
????????? ??????? ??????? ????????? ?? A? ??? ???? ???? ???????????? ???? O ????
???? ?????? ?? C(O) ?? ???? ?????? ?? ??????????? ????????? ???? ?????? ?? C(O) ?? ?? ????
???? ??????? ??????? ????????? ???? ??????? ?????????????? ??
???? ?? ??? ??? ?? ??????????? ??????? ?? ??????????? ????????? ??????? ????????? ?????????
?? A? ???? ???? ???????????? ???? ?????? ??????? ???? ??? ????????? ?? C(O) ??? ???
???????? ?? ??(O) ?? ????????? ?? ??? ????? ????????
????? 1 −→ ??(O)/NK/K+(O×)
u 
→(O,u)−−−−−→ C(O) (a,α) 
→a−−−−−→ ??(O)
NK/K+−−−−−→ ??+(O+),
????? O+ = O∩K+? ??(O) ?? ??? ?????????????? ???????? ?? ??????? ???????? ?????? ???
??+(O+) ??? ?????? ????? ?????? ??? NK/K+ ?? ??? ???? ???? K ?? K+? ??? ????? ??
??? ?????????? C(O) → ??(O)? ???????P(O)? ?? ? ???????? ?? ??(O) ???? ???? ?????? ??
??? ??? ?? ??????????? ??????????? ??????? ????????? ????????? ?? A? ???? ????????????
???? O? ?????? ??? ??????? ??????????? ??????? ????????? ??? ???????????? ??? ??????
?? ??????????? ???? ???? ??? ???????????? ?? ??????? ?? ??? ?????
U(O) = ??(O)/NK/K+(O×).
??????? ????? ? ??????????? ??????????? A?? ??? ??? ?? ??????????? ??????? ?? ?????????
????????????? ?? A? ?? ? ?????? ??? ??? ????? U(O)? ??? ????????? ????? ??????? ????
?????????? ????? ????? U(O)? ?? ?? ?????????? ???? ?? ??? ??????? ???????? ????? ?? ???
?????? ?? ??????? ?? ??? ?? ????????? ???? ?? ?? ?? ??????? ?????? ?? ??? ??????? ????????
????? ????? ??? ????? U(O) ?? ?? ?2??????? ????? ?? ????????? d? ????? d ≤ g − 1?
?? O ⊂ O′ ??? O ∩K+ = O′ ∩K+? ???? ??? ??????? ??? U(O) → U(O′) ?? ???????????
?????? ?? ???? ??? ????????? ?????????? ??? ???? ??????????? ????????? ??????? ??? ???
??????? β ∈ O ∩K+ ??? ??? β2 = NK/K+(β)?
????? (O ∩K+)× ⊇ ??(O) ⊇ NK/K+(O×) ⊇
(
(O ∩K+)×)2 .
?? ??????????? ???? ??????? ???? ??? ????????? ?? ??????????? ???????? ??? ????? ??
????? (O ∩K+)× ?? ?? ??? ???? {±1}×A? ????? A ?? ? ???? ??????? ????? ?? ???? g − 1?
?? ??? ???????? (O ∩K+)×/(O ∩K+)×2 ?? ?? ?2??????? ????? ?? ????????? ?? ???? g?
????? −1 ?? ????? ? ??????? ???????? ????? ??? ???? ????? ???????? ??? ?????? ???????? ??
??? ????? ?? ?????? 
?????? ????? ??? ???????????? ?? ??? ????? ????? ??? ?? ??????? ??????? ?? ???????? ???
???????? ?? g = 2? ??? ????? ????? ?? ????? ?? 4? ??? ?????? {±1} ???????? ??? ? ?????? 2
?? ???? ?????? ??? ?? ??????? ??? ?? ??? ????? ????? ???????????? ???? ?? ????????????
??? ???? ???????????? ??? ??? ???????? ????? ?? ?? ??????????? ?? ??? ????? ?? ??? ????
??? ?????? ?? ??????? ????????? U(O) ?? ?????? ???????? ?? ????? ???? C(O) ??? P(O)
??? ?????????? ??? ?? ??????????? ?? ???? ???? ??? ????????????? ?? ?? ?? ?? ????? ???? ??
????? ???? ??? ??????? ???????? ??????? ?? P(O) ???? ???? ??? ???????? ??????????????
???? ??? ????????? ?? ???????? ???? ??? ????????P(O) ?? ???? ??? ?????? ?? NK/K+ ?
??? ????????? ????? ??????? ??? ?????? ?? ??????? ??????? ???? ?? ?????? ???????????
??? ??????????? ???????
????? ????? ??? K ?? ? ??????? ??? K+ ??? ??????? ???? ???????? ??? O ?? ??
????? ?? K ?? ????????? f? ??? O+ = O ∩K+? ??? ????? ?? ??(O) ??????? ??? ????
??? NK/K+ : ??(O) → ??+(O+) ?? ?? ????? ?? ???? ? ?? ??+(O+)? ?? ????? ?? ? ?????
?? K+ ???? ??????? ?? K ??? ???? ??? ?????? f? ??? ???? ??? NK/K+ ?? ???????????
?????? ?? ??? ??? ???????? ?? ????? ???? ?????? ???????? ?? ??????? ?????? ??? H =
H(O) ??? H+ = H+(O+)? ??? ?????????? KH+ ?? ? ??????? ?? H? ?? ?? ???? ?
??????? ?????????? ???(H/K) → ???(KH+/K)? ???? ?????? ??????? ???(KH+/K)
?? ?? ?????????? ??????? ??????
?? ?????????? ?? ???(H+/(K ∩ H+))? ????? ?? ???? ?? ?????????? ?? ??? ????????
???(H+/K+)/???((K ∩H+)/K+)? ??? N = ???((K ∩H+)/K+)? ?????
ψ : ???(H/K) −→ ???(H+/K+)/N
σ −→ σ |H+ ??? N
?? ??? ??????????? ?? ????? ????????? ????? ??? ?? ????????? ? ??????????? ??????? ???
????? ???? ??? ???? NK/K+ ???????? ???? ψ? ?? ???????? ???? ??? ????? ?? ??(O)
??????? NK/K+ ?? ? ???????? ?? ??+(O+) ?? ????? ?? ???? |N | ≤ 2? ?? ????? ?? ? ?????
?? K+ ???? ??????? ?? K ??? ???? ??? ?????? f? ???? K ∩ H+ = K+? ?? |N | = 1 ???
??? ??? NK/K+ ?? ??????????? 
?? ??????????? ???? ????? ??????? ???? ??? ????? [??(O) :P(O)] ?? ?????? ??? ??????
????? ?????? h+O+ = |??+(O+)|? ?? h+O+/2? ?? ?? ??????? h+O+ ???????? ????? ?? ? ?????
?? ??? ???? K+ ???? ??????? ?? K ??? ???? ??? ?????? f? ?? ???????? ?? ???????
??????? ????? ????? ?????? ???? ? ????? ???? O ?? ??? ??????? ????? ?? ? ?????????
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??? ???? ?? ???? ??????? ?? ?q ?? ???? ? ??? ???? ??? ????????????? ?? A ???? ?? ???
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???? ?q ?? ??????? ????????? ???? ?? ?? ?? ?? ????????? ı : W (?q) ↪→ ? ??? ??? A?
?? ??? ??????? ??????? ??????? A˜ ⊗ı ?? ?? T (A ) = H1(A?,?) ???? T (A ) ?? ? ????
???????? ?? ???? 2 · ???(A )? ??? ?????????????? A → T (A ) ?? ?????????? ??? ???
??????? ϕ : A → B ???? ?q ????? ???? ?? ? ????? ????? ????????
0 −→ T (A ) T (ϕ)−−−→ T (B) −→ ???(ϕ) −→ 0.
? ??????? ?? ??????? ??????? ??????? ?? ???? ???? ?? π ?? ??? ????????? ????????????
?? A ???? ?q ???? ??? ??????? A → (T (A ), T (π)) ?? ?? ??????????? ?? ?????????? ???????
??? ???????? ?? ???????? ??????? ????????? ???? ?q ??? ??? ???????? ?? ???? ????????? T
??????? ???? ?? ???????????? F ??????????
??? F ?? ???????????? ???? ??????????? ?? ??????? ???????? ????? √q?
??? ?? ????? ???? ??? ????? ?? ?p ?? ??? ?????????????? ?????????? ?? F ??? p?????
?????? ???
??? ????? ?? ?? ???????????? V ?? T ???? ???? FV = q?
?? ????????? ?? ??????? ??????? ??? ??? ???? (T, F ) ???? ?? ??? ????? ?? ? ??????? A
??????? ???? ??????? ?????????? ??? ??????? ??????? ??????? A? ?? ?? ???????????
?? A? ∼= (T ⊗ ?)/T ????? ? ??????? ????????? ?? T ⊗ ? ???? ???? F ?? ?????????
??? ????????? ??? ?????????? ?? ??? ??????????? ??????? ????????? ?? ??????????? ?? ?
??????? ?? ????? ??????? ??????? ???? ???? ????? ???? ?? ?? ???????????? ?? ??? ?????
A? = ?g/Λ? ??? ? ??????? Λ ?? ?g ??? ????? ??????? ????????? ??? ???????????? ????
O = ???(A )? ?? ???? ???? A? = ?g/Φ(m) ??? ???? ????????? ??????? m ?? K ????
????? O(m) = O? ?????? ?? ?????? ??? ??? Φ: K → ?g ?? ??? ??????? ?? A?? ????
??? ????????? ????????????? ??????? Φ(m) ??? H1(A?,?) ???? ?????? ??????? ?????? ???
??????? ??? ?? ??????????? ?? A → (Φ(m), ρr(π))? ???? ??????????? ? ?????????? ???
???? ??? ??????? ????????? ???? ?q ?? ???? ???????????? ???? O ?? ??? ??????? ???????
??????????g/Φ(m) ????? m ??? ???????? ??K ???? ????? O(m) = O? ??????????? ?????????
??????? ????? ???? ??? ???? ?g/Φ(m) ?? ??? ???? ?? ?? ??????? ??????? ???? ?q ????
???? ???????? ?????? ??? ??? ????? ?????? ??
???????????? ???? O? ??? ??????? ????????????? ?? ??? ???? (Φ(m), ρr(π))? ????? ρr(π)
?? ??? ???????? ?????????????? ?? π? ????????? ???? ??????? ??????? ??? ??? ?????????????
???? ???? ????????? ?? ?????????? A ?? ??????????? ??????????? ?? ??? ???? ?? A? ??? ??? ???
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??? ??????? ??? ? ???? ???????? ????????? ?? ????????????? ??????? ????????? ????????????
??????? ???? ??????????? ??????? ????? ?? ??????????? ??????????? ??????? ?????????
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??? H =P(O)? ??? ????? H(A ) ??? ???? ???? ???? ??????? P(A )? ?? ? ??? ?? ???????
????? ??????? ?? ??????????? ??????????? ??????? ????????? ????????? ?? A ??? ???? ????
???????????? ????? ??? ??? ???????????? ????????? ?????? ??? ?????? ?? ? ??????????
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???????????? ????? ?? ??? ???????? ??? ?????? ??????? ??? ???? ???? A ??? ?????
??? ???? ??????????????? ??? ????? P(A ) ?? ??????? ??? ??? ?? ??? ??????????? ??????? ??
??????????? ??????????? ??????? ????????? ????????? ?? A ??? ???? ???? ????????????
?????
???? ???????? ?????? ??? ??? ????? ??????
?? ???? ???? ???? ?????????? ??????? ?????? ??? ?????????? ?? ??????? ?????? ?????? ??
????? ?????? ?? ?????? ?? ?????? ?????? ?? ????????? ???????? ?? ???? ???????? ?? ?????
??? ????????? ?? ????? ?????? ??????? ??? ???? ???? ???? ??? ???????? ??????? ????? ????
??? ???????? ?????????? ??? ??????? ??? ?????? ??????
?????? ??????????? ??? ?????? ??????? ??? G ?? ?? ?????????? ???????????? ????
??? ?? ???????? V ??? ??? ?? ????? E ? ??????? G ?? ????? ??? k????????? ????? ???? ??????
??? k ???????? ?????? ??? ????????? ???????? A ?? G ?? ??? ???????? ?????? ??? ???
???????? f ???? V ?? ? ??
Af(x) =
∑
y∈NG (x)
f(y),
??? ??? x ∈ V? ????? NG (x) ??????? ??? ?????????? ?? ????????? ?? x ?? G ? ???? ????????
?? ??????????? ?? ??? ????????? ?????? ?? G ???? ??????? ?? ??? ????? {?{x} : x ∈ V}?
????? ?S ??????? ??? ?????????????? ???????? ?? ? ??? S? ?? ?? ? ???? ????????? ???????
?? ?? ??? ???????? ???????? A ??? n = |V| ???? ??????????? λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λn? ????? ???
????? ?? k????????? ??? ???????? ???????? ?V : x → 1 ?? ?? ??????????? ???? ?????????? k?
?? ???? k ??? ??????? ??????????? ??? ?????? ?? ?? λ????? ???? λ???? ?? ??? ??????? ??????????
?? ???????? ?????? ????? λ1 = k? ??? ??? ???????????? ?? ??? ?????? ?? ????????? ??????????
?? G ?
????????? ???? ????????? ??????? ??? δ > 0? ??? k???????? ????? G ?? ???????????
δ????????? ?? λ2 ≤ (1 − δ)λ????? ?? ?? ? ????????? δ????????? ?? ??? ???????? ?????
|λ2| ≤ (1− δ)λ???? ??????
??????? ???? ???? ? ????? ?? ????????? ???????? δ > 0? ??? ???? ?????? ??? ???
???????? ?? ???????? ?????? ?? ???? ???? ??????? ??? ?????? ?????? ??? ????????? ?????
?? ? ????????? ?????? ?? ???????? ?????? ??? ??? ?? ????? ??? ????? ????????
????? ????? ??? G ?? ? ????? k???????? ?????? ??????? ??? ??????? ?????????? ???
???????????? ??? ??? ??? ??????????? ??????????? λ ?? ??? ????????? ???????? A ???????
??? ????? |λ| ≤ c? ??? ???? c < k? ??? S ?? ? ?????? ?? ??? ???????? ?? G ? ??? v ?
?? ?? ?????????? ??????? ??????
?????? ?? G ? ??? ?????? ???? ???? v ?? ?????? ?? ????? ???(2|G |/|S|
1/2)
???(k/c) ???? ??? ?? S ????
??????????? ??????? 12
|S|
|G | ???
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2
|S|
|G | ?
??? ??? ????? ????? G ??? ?????????? ??? S ???? S = S−1? ??????? ???? ? ?????????
χ : G → ?∗ ?? ?? ??????????? ??? ??? ????????? ???????? A ?? ???(G,S)? ???????
Aχ(x) =
∑
s∈S
χ(sx) =
∑
s∈S
χ(s)χ(x) = λχχ(x), ????? λχ =
∑
s∈S
χ(s).
?? G ?? ???????? ????? ?????????? ???? ? ????? ?? ??? ???????? ????? ?? ?????????
?? G? ?? ??????????? ??? ?????????? ?? ?? ??? ???? λχ ??? ???? ????????? χ? ??? ???????
?????????? ??????????? ?? ??? ??????? ????????? ?G?
?????? ?????? ?????? ?? ????????? ?? ??? ????? ??????? ?? ????? ?? ???? ???????
???? ?????? ?????? ?? ????????? ?? ?????? ??? ????? ??????? ???? ?????????? ??? ???????
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????? ????????? ?? ????????? ??????????????? ????? ?????????? ?? ???????? ?????? ?? ???
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????????
??????? ????? ???????? ? ?????? ???? K ?? ?????? n ??? ???????????? dK ? ??? ??
???????? ????? m ?? OK ? ??? G ?? ??? ?????? ??? ????? ????? ?? K ?????? m? ??? ????????
? ???????? H ?? G? ??? ??? ????? l ?? OK ??????? ?? m? ??? [l] ?????? ??? ????? ?? G?
???
TH,m(B) = {????? ?????? l ?? OK | (l,m) = 1, N(l) ≤ B ?? ????? ??? [l] ∈ H}.
??? TH,m(B) ?? ??? ???????? ?? ??? ?????????? ?? TH,m(B) ?? G? ??? GB ?? ??? ?????
????? ???????? ??? ??? ???????? ?? H ??? ????? ???????????? ????? ??? ????????? (h, sh)
??? ??? h ∈ H ??? s ∈ TH,m(B)? ???????? ??? ???????? ??????? ??????????? ??? ???
????????? χ ?? H? ??? ????????????? ?????????? λχ ?? ??? ?????? ????? GB ????????
λχ =
2δ(χ)
[G : H]
??(B) +O
(
nB1/2 ???(BdKN(m))
)
,
????? δ(χ) ?? 1 ?? χ ?? ???????? ??? 0 ?????????? ??? ?? ??????? ??? ??????????? ?????????
??? ??????? ????????? ??? ?????????
?????? ????? G ?? ???????? ??? ????????? χ ?? H ??? ?? ???????? ?? ? ????????? ?? G?
???? ??? ???? ????????? ???? ?? ????? ?? ????????? ???? ?????? ?? ?? χ? ???? ???? ???
??? ????? l ?? OK ??????? ?? m? ?? ????
∑
θ∈Ĝ/H
θ([l]H) =
{
[G : H] ?? [l] ∈ H,
0 ?????????,
???? ???????? ?????? ??? ??? ????? ?????? ??
????? Ĝ/H = ???(G/H,?∗) ?? ??? ????????? ????? ?? ??? ???????? G/H? ?????????
???? ??? ??? ?? ???? ?? ????? ??? ????????? ???? [l] ∈ H? ??? ?? ??? ???????
λχ =
∑
l∈TH,m(B)
(
χ([l]) + χ([l])−1
)
=
2
[G : H]
Re
⎛⎜⎜⎝ ∑
l:N(l)<B ??? ?
(l,m)=1
χ([l])
∑
θ∈Ĝ/H
θ([l]H)
⎞⎟⎟⎠
=
2
[G : H]
Re
⎛⎜⎜⎝ ∑
θ∈Ĝ/H
∑
l:N(l)<B ??? ?
(l,m)=1
χ([l])θ([l]H)
⎞⎟⎟⎠ .
?? ??? ???? ???? ???? ?????????? ? ????????? ???
∑
χ([l])θ([l]H)? ???? ?? ??? ????????
?? ??? ?????? ?????? ? ?????????????? ????????
νχ,θ : Im(K) −→ ?∗ : l −→ χ([l])θ([l]H)
????? Im(K) ?? ??? ????? ?? ?????????? ?????? ??K ??????? ?? m? ?? ??????? ?? ? ????????
?? I (K)? ??? ????? ?? ??? ??? ?????????? ?????? ?? K? ?? ??????? νχ,θ(l) = 0 ??? ??? ?????
???????? l ?? m ??????? ???? ?? ????? ??? ?? ??? ?????? ??? ?? ?????? ??? ??? ???? ?? ??? ??
?????? ?? ?? ??? ??????? ??? ?????????? ?? ?? ??????????? ??? ?????????? ?? λχ ???????
????? λχ =
2
[G : H]
Re
⎛⎜⎝ ∑
θ∈Ĝ/H
∑
l:N(l)<B ??? ?
νχ,θ(l)
⎞⎟⎠ .
???? ??? ????????? ???????? ???? ??? ?? ????? ?? ?????? ??????? ?????? ??? ????????
??????? ?????????? ??????? ????∑
a:N(a)<B
Λ(a)νχ,θ(a) = δ(νχ,θ)B +O
(
nB1/2 ???(B) ???(BdKN(m))
)
,
????? Λ ?? ??? ??? ???????? ???????? ?????? Λ(a) ?? ???(N(l)) ?? a ?? ? ????? ?? ? ?????
????? l? ??? ? ??????????? ??? δ(νχ,θ) ?? ? ?? νχ,θ ?? ?????????? ??? ? ????????? ?? ?????????
????????? ?? ? ????????? ???? ???? ????? ??? ?????? ? ?? ??? ??????? ???? ?? νχ,θ ??
?????????? ???? χ ???? ?? ??? ??????? ?????????? ?? ???? δ(νχ,θ) = δ(χ)δ(θ)? ???????
??????? ???? νχ,θ ?? ?????????? ??? ??? [l] ∈ H? ??? ? ????? l ??????? ?? m? ?????
1 = νχ,θ(l) = χ([l])θ([l]H) = χ([l])θ(1G/H) = χ([l]),
?? χ ???? ?? ??? ??????? ????????? ?? H?
?? ??? ???? ?? ??????? ???? ???????? ?? Λ(a) ?? ??? ????? ??? ?? P (a)? ?????
P (a) =
{
???(N(a)) ?? N(a) ?? ?????,
0 ?????????.
?? ?? ??? ?? ?? ???????? ?? ????? ????
?????
∑
a:N(a)<B
Λ(a)νχ,θ(a)−
∑
a:N(a)<B
P (a)νχ,θ(a) = O
(
nB1/2
)
.
??? ???????? ????? (Λ(a) − P (a))νχ,θ(a) ?????????? ?? ?????? a ????? ??? ?????? ?? ?
????? ????? l? ??? N(a) = N(l)k ?? ??? ? ????? ?????? ? ??? ?? ?? ? ????? ?? ? ????? ?
?? ?? ?????????? ??????? ??????
????? K ?? ?? ?????? n? ????? ??? ?? ???? n ???????? ????? ?????? l ????? ??? ????? ?????
?????? ? ????????? ??? ????????? ????? ?? ??????? ?? ???????? ????? ??
n
∑
k<B
k≥2
???() = n
∑
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2≤k< ???(B)???()
???() ≤ n
∑
<B1/2
???()
???(B)
???()
= nπ(B1/2) ???(B),
?????? ?? ??? ????? ?????? ???????? ?? O(nB1/2)? ??????????∑
a:N(a)<B
P (a)νχ,θ(a) = δ(νχ,θ)B +O
(
nB1/2 ???(B) ???(BdKN(m))
)
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???????? ??? ???? ??????? ????????? ???????? ?? ?????? ????∑
l:N(l)<B ??? ?
νχ,θ(l) = δ(νχ,θ)??(B) +O
(
nB1/2 ???(BdKN(m))
)
.
????????? ???? ???? ??? ?????????? ????? ?? λχ? ?? ?????? ??????
λχ =
2δ(χ)
[G : H]
??(B) +O
(
nB1/2 ???(BdKN(m))
)
,
????? ?????? ??? ???????? 
???????? ? ?????? ???? K ?? ?????? n? ?? ????? O ?? ????????? f ?? K? ??? ???
???????? H ?? ??(O)? ??? B > 0? ??? a ?? ???????? ????? ?? OK ? ??? ????? ??? ?????????
??? ?? ?????? ?? OK ?
SB = {l | N(l) < B ?? ?????, (l, fa) = 1, ??? [l ∩ O] ∈ H},
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?? ??? ???? ??????? ????????
???? ? ????? ??????????? ?????? ????? ?? G ?? ?????? ???(2h) ???? A ????? h1/2
???????? ??? ???????? ????? ??? ??? ????????? ?? A ?
???? ? ????? ??????????? ?????? ????? ?? ?????? ???(2h) ???? B ????? ? ???????? ??
A ?? ???????? ????? ?? ??? ? ????? ???? ??????? A ??? B?
???? ??? ?? ????? ???? ??? ?????? ?? ????? ?????????? ?? ???? ???? ?? ?? ???????
O(h1/2)? ??? Y ?? ? ?????? ?? ??? ???????? ?? G ? ??????? ???? 2h/3? ?? ? ?????? ?? ????
??? ??????????? ?? ? ?????? ???? ?? ?????? ???(2h) ???? ?? A? ??? ? ????? ?? ? ??????? ??
??? ???? ???? ??????? Y ? ??? ?? ???????? ??? ?????? NY ?? ??????????? ?????? ?? ????
?? ?????? ? ????????
?[NY ] =
∞∑
i=1
i??[i− 1 ???????? ??? ? ???????]
≤
∞∑
i=1
i
(
3|Y |
2h
)i−1
,
??? ???? ??? ?????????? ???????? (1− x)−2 =∑∞i=0(i+ 1)xi? ?? ?????? ??? ??????????
?[NY ] ≤
(
1− 3|Y |
2h
)−2
=
4h2
(2h− 3|Y |)2 .
??? ???????? ??? ?????????? ?????????? ?? ? ???????? ?? ??????????? ??????? ??? ??? Yn
?? ??? ???? n ???????? ?????? ???????? ???? ??? ???? ???????????? ??? ?????? Mn ??
?????? ???????? ?? ??? n ???????? ?????? ??? ?? ????????? ??
?[Mn] =
n−1∑
i=1
?[NYi ] ≤
n−1∑
i=1
4h2
(2h− 3i)2 ≤
4nh2
(2h− 3n)2 .
?? ??????????? ?? ??? h1/2 ????????? ?? A ? ??? ???????? ?????? ?? ?????? ?[Mh1/2 ] ?? ??
???? 4h1/2? ???????? ???? h ?? ?? ????? ?? ?? ??????? ?? ????????? ?? ?????? ?? ???? ????
????? ?????? ????? ?? ????? ???? ???? ??? ??? ????? ?? ???? ????? ???? ?????? ???? ???
???????? ?????? ?? ????? ?? ???? ?? ??????? ?? ???? ? ?? O
(
h1/2
)
?
??? ???????? ?????? ?? ????? ?????????? ?? ???? ? ??? ?? ????? ?? ?? O
(
h1/2
)
?? ?
??????? ???????? ?? ?????? ?? ????? O
(
h1/2
)
????? ?? ?????? O(???(h))? ?? ??? ?????????
????? ?? ??????? O
(
h1/2 ???(h)
)
?????????? ???? ?? ???? ????? ?????????? ?? ???? tH ?
??? ???? ? ???? ?? ?????? O(???(h)) ??????? A ??? B?
?
????? ?????????? ??? ????????? ?? ????? ??????
????????? ???? ??????? ?? ????? ?? ?? ??????? ????????? ?? ??? ?????????? ?????????
??? ?????? ?????? ?????????? ?????????? ??
? ??????
?? ??????????? ?????????? ????????? ?? ??? ????? ?????? ???? ????? ?????
??????? ?????????? ??????????? ?????? ?????? ????????? ? ??????????
????? ??????????? ?? ?????? ?? ??? ???? ???? ??????? ???????????? ????
????? ???????????
???????? ????????? ???????? ?????? ??? ????? ?? ??? ????? ?? ????? ?????? ??????
????? ????????? ????????? ?? ??? ????? ?????? ?? ?????? ?????? ???????? ??? ????????
??????? ??????????? ????? ??? ??? ???? ???????? ?????? ??? ???? ???????? ??? ???
???????????? ?????? ???? ?????????? ????? ?????????? ??????? ??????? ?? ??? ?????
????? ???? ??????? ???? ??? ???????? ?? ????? i ?? ??? ?????????????? ????? ?? ????????
?????? m ?? ????????? ?? ????? ??????? ??????? ???? 16(i ???m)2? ??????? ?? ???
??????????? ??????? ??????????? ??? ?????????? ???????????? ?????? ?? ????????????
??????????? ??????? ?? ?????????? ?????? ???? ??????? ???????? ?????? ?? ?????????? ??
??? ???????? ????? ?????? ?????? ?? ???? ???????? ???? ?? ??? ???????? ?????? ???????
?? ????? ????????? ??????? ?? ????????? ?? ????????????? ??????? ???? ????? ??? ?? ??????
?????? ?? ??? ??????? ?? ????????? ???????? ?? ???? ????? ?????????? ??????? ??????
?????????? ???? ??????? ?????? ??? ???? ?? ????? ??? ???????? ????????? ??????? ??
???? ??????????
???????? ? ?????? ???? K? ??? ?? ????? O ?? ???? ????? ??? Δ ?? ??? ???????? ????? ??
??? ???????????? ?? K? ??? ??? f ?? ??? ????????? ?? O? ???????? ??? ???????? ???????
?????????? ???????????? ????? ??? ????? ????? ?? ??? ????? O ?? ????????? ?? ??? ???????
?? ?????????? ????? ?????? ?? ????? ???? ??????? ????
18 ???(Δ2N(f))2.
???? ????? ??? ???????? ?? ???? ?? ???? ???????? ?? ??????????? ???? O ?? ??? ?????
???????? ???? ?? ?? ??????? ???????? ?? ??????? ???? ??? ????????????? ?????????? ???????
?????? ???? ????????? ?? ????? ??????? ??????? ?? 18 ???(Δ2N(f))2 ?? ?????????? ??????
?????? ???? ???????? ??? ??????? ???? ?? ????????? ?????????? ??? ??????? ????????
??? ???? ?????? ?? ?? ? ??????? ???? ?? ??? ?????? ??? ???????? ?? ???? ?????? ?????
????? ??????????? ???????? ????? ?????? ?? ??? ???? ???????? ????? ??? ????? ?? ?????
?????? ?????????? ??? ?????????? ???????? ?? ??? ????? ?????? ??????? ? ?????????? ???
??? ??? ???? ????? ????? ??? ??????? ??? ??????? ?? ??? ????????? ?? ??????????? ????
?? ??? ????? ?? ????????? ????????? ??????? ?????? ?? ??????????? ??????????? ???????
?? ?? ????? ?????????? ??? ????????? ?? ????? ??????
?????????? ?? ???? ???????? ?? ?????????? ?????? ???????? ?????? ?? ????????? ?????????
?? ??? ????? ?????? ???????? ??? ??? ??????????? ??? ??????? ???? ??? ?????????? ??????
???? ???????????? ??? ???? ??? ??????? ??????? ??? ???? ??? ??? ????? ???? ?? ???? ?????? ??
????? ???????? ?? ?????????? ????? ????? ??????? ?? ???? ?? ?? ????????? ?????? ?? ??????? ???
???? K ? ?????? ???? ?? ?????? n? ??? Δ ??? ???????? ????? ?? ??? ?????????????
??? ??????? ?? ??????? ???? ???? ??? ????? ????? ??(K) ?? ????????? ?? ????? ??????
?? ???? ??????? ?? O((???Δ)2)? ???? ??? H ?? ?? ????????? ???????? ?? ??? ?????
????? ??(K)? ???? ?????????? ?????? ?? ??? ???? ?? ????? ?????? ?????????? H ????
??????? ???? ???????? ?? ??????? ? ?? ????????? ???????? ?????????? ?? ??? ??????????
?????? ??????? ???? ??? ?? ??? ???? O((n[??(K) : H] ???Δ)2+ε)? ??? ?? ????????? ε > 0?
?????? H ?? ?? ??? ???? ????? ????? ??????? ? ????? ??? ???? ??? ?????? ?? ????????
??? ??? ???????? ?????? ???????? ?? ??? ??????? ??????? ????????? ???? ???? ?? ???? ???
?????????????? O(([??(K) : H] ???Δ)2)?
???? ??? ????? ??????????
???? ??????? ?????????? ??? ??????????? ???????? ??? ????? ??????? ?? ??? ????? ??????????
???? ???? ?? ???? ?? ??? ???? ?? ??? ???????? ?? ?????? ??? ??????????? ??? ????????
?????????? ?? ??????? ????? ??? ??? ????? ???????
?????????? ???? ???????? K ??????? ? ?????? ???? ?? ?????? n? ???? r1 ??????
????? ???? ? ??? 2r2 ?????????? ???? ?? ??? ???? ????? ?? ???? ??????? ??? ???
????? ??????????? ?? ???? ? ??? ????? ????????? ?????? m ???? ???????? ?????? ??????
???? ???????? ????? ? ????????????? ????????? ????????? ??????m? ???? ?? ? ???????????????
χ : Im(K) → ?× ???? ??????? ??????? ??? ??? ????? ????? ??m(K) ??? ??? ?????????
??????????? ? ????????? ?? ????????? ?? ?? ????? ???? ??? ????? ?? ??? δ(χ) ?? 1 ?? χ ??
????????? ??? 0 ?????????? ? ??? ????? ????????? ?? ????????? ?????? m ?? ?? ???? ???
?????? ??????? ??m′(K) ??? ??? ??????? m′ ???????? ???? m? ??? ????????? fχ ?? χ ??
??? ???????? ??????? f ???? ???? χ ?? ??? ??????????? ?? ? ??? ????? ????????? ?????? f?
??? βχ = |f∞| ?? ??? ?????? ?? ??????? ?????? ?? ??? ????????? f? ???? ?????? ??????
?????? ????? ??? ??? ????? ????????? χ ?? ??? ??????????? ?? ? ????????? ??? ????? ?????????
?? ??????? fχ? ????? ?? ???? ????????? ?? ? ????????????????
??? ????? L????????? ?????????? ?? ? ????????? χ ?????? m ?? ?????? ??
Lχ(s) =
∑
a
χ(a)
N(a)s
,
??? Re(s) > 1? ????? ??? ??? ?? ????? ???? ??? ?????? ?? OK ? ???? ???? χ ?? ??????????
???????? ?? ??? ?????? ?? ??????? χ(a) = 0 ???????? (a,m0) = 1? ???? χ ?? ??? ???????
????????? ?? I (K)? ?? ?????? ??? ???????? ???? ???????? ?? K? ζK(s) =
∑
aN(a)
−s.
????? L?????????? ??? ???????? ??????????????? ?? ??? ??????? ????? ???? ?? ???? ?
?????? ???? ?? s = 1? ????? ?????? ?? ??? ???? ?? χ ?? ?????????? ??? Rχ ?? ??? ??? ?? ?????
?? Lχ ?? ??? ???????? ????? 0 < Re(s) < 1? ??? ??? ?????? ???? ??? ??? ????? L??????????
??? ????? ?? ??? ???????? ????? ??????? Re(s) = 1/2?
?? ???? ???? ?? ????????? ??? ?? ??? ??????????? ??????????? L′χ/Lχ? ??? ??? s ????
???? Re(s) > 1? ???? ????? ??? ?????????? ?????????? ??????????????
?????
L′χ
Lχ
(s) = −
∑
a
Λ(a)χ(a)
N(a)s
,
?? ??????? m′ ?? ?????????? ??????? ???? m ?? m′0 | m0? m′∞ ⊆ m∞ ??? m′ = m?
???? ????? ?????? ??? ??????????? ?????????? ??
????? ???? ???????? ?? ??? ??????????? ?????????? ?? ????? L???????????
???? χ ?? ? ????????? ??? ????? ????????? ???????? ?? ??????
????? ??????? ?? ζ ′K/ζK ??????? ?? L
′
χ/Lχ
? −1 ?
ρ ∈ R1 ? 0 ?? ρ ∈ Rχ? 1 ?????????
ρ ∈ Rχ 0 ?? ρ ∈ R1? 1 ????????? ?
? r1 + r2 − 1 r1 + r2 − βχ
−2n+ 1, n ∈ ?>0 r2 r2 + βχ
−2n, n ∈ ?>0 r1 + r2 r1 + r2 − βχ
????? Λ ?? ??? ??? ???????? ???????? ?????? Λ(a) = ???N(p) ?? a ?? ? ????? ?? ? ?????
????? p? ??? 0 ??????????? ??? ???????? ?? L′χ/Lχ ???? χ ?? ????????? ?????? m ???
?????????? ?? ????? ???? ????? ????? ???? ??????? ?? ???? ????? ??? ???????????
???? β ?? ??????? ????????? ???? βχ = |m∞| ??? ?????????? χ ????? ??? ????????? ??????
m??
??? ψ ?? ??? ??????????? ?????????? ?? ??? ????? ????????? ??? ??? ??? ??? ?????
????????? χ ?? K? ?????
????? ψχ(s) =
r1 + r2 − βχ
2
ψ
(s
2
)
+
r2 + βχ
2
ψ
(
s+ 1
2
)
− n ???π
2
.
??? ???? ?????? ?? ????????? ????? ????????? ?? ??? ????????? ???????? ??? ??? ???????
?????? s? ?? χ ?? ????????? ????
????? −ReL
′
χ
Lχ
(s) =
1
2
???(ΔN(fχ)) +Re
⎛⎝δ(χ)(1
s
+
1
s− 1
)
−
∑
ρ∈Rχ
1
s− ρ + ψχ(s)
⎞⎠ .
? ????? ??? ?? ????? ?? ?????? ????? ?????
???? ????? ??? ?? ??? ??????????? ??????????
??? K ?? ? ?????? ???? ?? ?????? n? ??? m ? ??????? ?? K? ???????? ??? ???????? H
?? ??? ??? ????? ????? ??m(K)? ??? ??? ????????? χ ???? ?? ??? ??????? ?? ???? ?????????
??? ???? ??????? ?? ???? ??????? ??????????? ??????? ?? ????????? ???????? ?????? ??
??? ???????? ????? ????? p ????? ????? ?? ?? H ??? ???? ???? χ(p) = 1? ???? ???? ???
?????????? ?????????? ??? ??????? ????? ?????? ??? ???????? ??????? ???????????
??????? ??? ?????? ??? K ?? ??? ?????? ????? ??? Δ ??? ???????? ????? ?? ???
???????????? ?? K? ??? m ?? ? ??????? ?? K? ???? ????? ???? m0 ??? ??????? ???? m∞?
??? H ?? ??? ???????? ?? ??? ??? ????? ????? ??m(K)? ??? χ ?? ? ??? ????? ?????????
?????? m ???? ?? ??? ??????? ?? H? ???? ????? ?? ? ????? ????? p ???? ???? (p,m0) = 1?
??? ????? ?? p ?? ??m(K) ?? ?? ??? ???????? H? χ(p) = 1? ???(p) = 1 ???
N(p) ≤ ([??m(K) : H] (2.71 ???(ΔN(m0)) + 1.29|m∞|+ 1.38ω(m0)) + 4.13)2 ,
????? ω(m0) ??????? ??? ?????? ?? ???????? ????? ?????? ???????? m0?
??? ????? ?? ???? ??????? ?? ??? ?????? ?? ??????? ???? ??? ??? ???????????? ???
????????? ?? ??????? ????
?????? ???? ???? H ?? ??? ???? ????? ??? n ≥ 2? ??? ????? ????? ??? ?? ????????
?? ?????? ????? N(p) ≤ 18(???(Δ2N(m0)))2 ????? ?? ??????? ??????? ??? ??? ?? ???
?? ?? ????? ?????????? ??? ????????? ?? ????? ??????
??? ?????????? ?? ??????? ??? ?? ? ?????????? ????? ???? ??????? ????? ????? ?? ????
|m∞| ≤ n ≤ ???(ΔN(m0)) + 3/2???(2π)− ψ(2) ≤ 0.71 ???(ΔN(m0)) + 1.07,
????? ψ ?? ??? ??????????? ?????????? ?? ??? ????? ????????? ????????? ?? ???? ???
????? ω(m0) ≤ ???(ΔN(m0))/ ???(2)? ??? ????? ?? ??????? ??? ??????? N(p) ≤
(5.62 ???(ΔN(m0)) + 5.52)2 .????????ΔN(m0) < 12? ??? ????????????? ??? ????? ?????
?? ???????? ?? ?? ??? ??????? ???? ???(ΔN(m0)) ≥ ???(12) ≥ 2.48? ????? ????????? ????
??
????? N(p) ≤ (5.62 + 5.52/2.48)2 (???(ΔN(m0)))2 ≤ 62(???(ΔN(m0)))2.
???? ?? ???? ????? ?????? ?????????? ???? ??????? ????? ???? ?? ??? ???????? ???? ???
???????? ???????? Δ2N(m0) ≤ (ΔN(m0))2? ?????? ????? ???????
N(p) ≤ 72(???(ΔN(m0)))2.
??? ???????? ?????? ?? ???????? ????? ???? ?? ??? ????? ?????? ??? ???? ?????????? ????
??? ?? ??????? ?? ?????? ????????
???? ????? ?? ??? ???? ???????
?? ???? ???????? ?? ????? ??????? ???? ??????????? ?? ???????? ? ??? ????? ????????? χ
?????? m ???? ?? ??? ??????? ?? ? ????? ???????? H ?? G = ??m(K)? ?????? ???? K
?? ? ?????? ???? ?? ?????? n? ???? r1 ?????????? ???? ? ??? 2r2 ?????????? ???? ??
?? ?????????? ???? ?? x ≤ y ??????? ??????? ??????? ????? ???? ??? ???????? ?????
??????? ??? ???? ??????
?????? ??????? ?? ??? ?????? ??? ??? 0 < a < 1? x > 0? ??? ????? a? ???
P (a, x) = Λ(a)
(
N(a)
x
)a
???
(
x
N(a)
)
.
??? ?? ????? ?? ????????? ? ????? ???? ?? ??? ???????? ????? ?? ??? ???????? ????? ?? ??????
???????
????? ??? ???????? ???? ?????? ??? 0 < a < 1 ??? ??? ????????? η?
∑
N(a)<x
η(a)P (a, x) =
−1
2πi
∫ 2+i∞
2−i∞
xs
(s+ a)2
· L
′
η
Lη
(s)ds.
???? ???? ????????? ??? ????????? ??????? ??? ????????? ?? ???? ???????? ?? η = 1
??? ?? η = χ? ??? ?????? ??? ?????? ?? ?????????? ??? ?????????? ???? ?? x + O(
√
x)?
????? ??? ????????? ???? ?? ???? ?? ??? ????????? ?? ??????? ?? ??? ????? ?????? ?? ????
??????? ???? x? ????????? ???? ?? x ?????? ?? ??? ??????
??? ????? ?? ??????? ??? ??????? ??? ???? ????????? ?? ???????? ??? ?????? ?? ???????
???????? ?? ??????? ??????? ??? ??????????? ???? ???? ? ???? ?? ?????????? ?? G/H ??
????? ?? ??????? ??? ??? ??? ????????? [a]m ∈ H? ???????? ??? ????? ?? ?????????? ?? ???
???????? G/H? ?????? Ĝ/H = ???(G/H,?×)? ????? ??? ????????? θ ∈ Ĝ/H? ??? θ∗
?? ??? ????????? ??? ????? ????????? ???? ???? θ∗(a) = θ([a]mH) ???????? (a,m0) = 1?
??? ??? θ ∈ Ĝ/H? ????? Lθ ??? ??? L????????? ?? θ∗? ??? ??? ??? ????? ????????? η ???
??? θ ∈ Ĝ/H? ??? ηθ ?????? ??? ????????? ????????? ???????? ??? ??????? ηθ∗?
???? ????? ?? ??? ???? ??????? ??
????? ???? ??? a ?? ??? ????? ?? K? ??? n0 ?? ??? ??????? ??????? ?? m0 ??????? ?? a?
??? n = n0m∞? ??? π : ??m(K) → ??n(K) ?? ??? ??????? ??????????? ?????∑
θ∈Ĝ/H
θ∗(a) =
{
[??n(K) : π(H)] ?? [a]n ∈ π(H),
0 ?????????.
?????? ??? Θa = {θ ∈ Ĝ/H | θ∗(a) = 0} = {θ ∈ Ĝ/H | (fθ∗ , a) = 1}? ???? ??? ??
????????? ?? ????????? ???? ??? ????? X ?? ?????????? ?? ??n(K)/π(H)? ?? ??????∑
θ∈Ĝ/H
θ∗(a) =
∑
θ∈Θa
θ∗(a) =
∑
ν∈X
ν([a]n) =
{
[??n(K) : π(H)] ?? [a]n ∈ π(H),
0 ?????????.

????? ???? ??? ??? 0 < a < 1? ?? ????
Sm(x) +SH(x) =
−1
[G : H]
∑
θ∈Ĝ/H
I(x, θ),
?????
SH(x) =
∑
N(a)<x
[a]m∈H
(1− χ(a))P (a, x),
Sm(x) =
1
[G : H]
∑
θ∈Ĝ/H
∑
N(a)<x
(a,m)=1
(θ∗(a)− χθ(a))P (a, x), ???
I(x, θ) =
1
2πi
∫ 2+i∞
2−i∞
xs
(s+ a)2
(
L′θ
Lθ
− L
′
χθ
Lχθ
)
(s)ds.
?????? ???? ????? ???? ??? ??? ??? ????? ????????? η? ?? ????∑
N(a)<x
[a]m∈H
η(a)P (a, x) =
∑
N(a)<x
(a,m)=1
∑
θ∈Ĝ/H θ
∗(a)
[G : H]
η(a)P (a, x)
=
1
[G : H]
∑
θ∈Ĝ/H
∑
N(a)<x
(a,m)=1
ηθ(a)P (a, x).
??????????? ??? ????????? ?? ???? ????????? ??? η = 1 ??? η = χ? ?? ???
SH(x) =
1
[G : H]
∑
θ∈Ĝ/H
∑
N(a)<x
(θ∗(a)− χθ(a))P (a, x)−Sm(x),
??? ???????? ?? ???????? ????? ???? 
????? ???? ??? 0 < a < 1? ??? ???? ??? ???????? ???? ????? ????
x
(a+ 1)2
= [G : H](SH(x) +Sm(x)) +
∑
θ∈Ĝ/H
(
I1/2(x, θ) + I0(x, θ) + I−(x, θ)
)
?? ?? ????? ?????????? ??? ????????? ?? ????? ??????
?????
I1/2(x, θ) =
∑
ρ∈Rθ
xρ
(ρ+ a)2
−
∑
ρ∈Rχθ
xρ
(ρ+ a)2
,
I0(x, θ) =
???(x)
xa
(
L′θ
Lθ
− L
′
χθ
Lχθ
)
(−a) + 1
xa
(
L′θ
Lθ
− L
′
χθ
Lχθ
)′
(−a)
+ (βχθ − βθ)
(
1
a2
− 1
x(a− 1)2
)
− δ(θ)
a2
, ???
I−(x, θ) = (βχθ − βθ)
∞∑
k=2
(−1)k
(a− k)2xk .
?????? ???? ??? ??? ????????? η? ?? ?????? ?? Rη ??? ??? ?? ????? ?? Lη ?? ??? ?????
0 < Re(s) < 1?
?????? ???? ????? ?? ?? ???????? ?? ??????? ????? ????? ?????????? ???? ????????
I(x, θ) ?? ??????? ????? ????? ??? ??????
I(x, θ) = I1/2(x, θ) + I0(x, θ) + I−(x, θ)−
δ(θ)x
(a+ 1)2
.
??? ??????? ???????????? ??? ?? ???????? ?? ?? ??? ????? ?? ?????? ??????? ???? ???
?????? ??????? ???? ????? ???? 
?????? ???????? ???? ????? ???? ??????? ?????? ??? ???????? ???? ????? ??? ???
????? ???? ??? ????????? ?? ??? ????? ???????? ?? ?????????? ???? ???? ?? ??? ???????
?? ????? ???? ???? ?????????? ?? ????? ??? ??????????
??? I1/2 ?? ????? ????
??? I0 ?? ????? ?????
??? Sm ?? ????? ?????
??? SH ?? ????? ?????
??????? ??? ???????? I−? ????? ?? ???? ?? ????? ?????? ?? ??????? ????? ????? ???
????? ????????? ??? ???????? ?? ????? ????? ???
R(a, χ) =
∑
θ∈Ĝ/H
⎛⎝∑
ρ∈Rθ
1
|ρ+ a|2 +
∑
ρ∈Rχθ
1
|ρ+ a|2
⎞⎠ .
?? ????? ???? ???????? ?? ????? ???? ??? ????? ?? ???? ??? ????????? ??????
????? ???? ??? Re(s) > 1? ?? ????∑
θ∈Ĝ/H
(
L′θ
Lθ
+
L′χθ
Lχθ
)
(s) ≤ 0.
?????? ???????? ????? ?? ???? ?? ??????∑
θ∈Ĝ/H
(
L′θ
Lθ
+
L′χθ
Lχθ
)
(s) = −
∑
θ∈Ĝ/H
∑
a
Λ(a)(θ∗(a) + χθ(a))
N(a)s
= −
∑
a
Λ(a)
N(a)s
∑
θ∈Ĝ/H
(θ∗(a) + χθ(a)).
???? ????? ?? ??? ???? ??????? ??
??? ?? ????? a? ?? χθ(a) = 0 ??? ??? θ? ????? ??? ??????? ????∑
θ∈Ĝ/H
(θ∗(a) + χθ(a)) ≥ 0.
??? ??????? ???? ????? ?????? ?? η ∈ Ĝ/H ???? ???? χη(a) = 0? ??? ???? ???? ??? ?????
????????? ?? ??????? ?? ? ?????? ????????? ????????? ??????? ???? ??? ??? θ ∈ Ĝ/H? ??
???? χθ(a) = χη(a)
(
θη−1
)∗
(a)? ??????? ??
(
θη−1
)∗
(a) = 0? ??? ???????? ??????? ???? ???
???? ???? χθ ?? ??? ????????? ????????? ???????? χη ·
(
θη−1
)∗? ??? ?? (θη−1)∗ (a) = 0? ????
??? ???? ???? χθ(a) = 0 ???????
(
θη−1
)∗ ?? ??? ????????? ????????? ???????? χθ/χη? ??
?????? ????
∑
θ∈Ĝ/H
(θ∗(a) + χθ(a)) =
∑
θ∈Ĝ/H
θ∗(a) + χη(a)
∑
θ∈Ĝ/H
(
θ
η
)∗
(a)
= (1 + χη(a))
∑
θ∈Ĝ/H
θ∗(a),
????? ???? ???? ?? ???????????? ?????? ????? ????? ????? 
????? ??? ?????? ??? 0 < a < 1? ??? ??? R(a, χ) ?? ?? ????
2[G : H]
2a+ 1
(
???(ΔN(m0)) + n(ψ(a+ 1)− ???(2π))
− |m∞|
2
(
ψ
(
a+ 1
2
)
− ψ
(
a+ 2
2
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.
?????? ??????? σ = 1+ a? ?? ???? 2a+1|ρ+a|2 =
1
σ−ρ +
1
σ−ρ¯ ??? ??? Re(ρ) = 1/2 ??? ????????
?? ??????? ????? ?????? ?? ??? ??? ??? ????? ????????? η
∑
ρ∈Rη
1
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ρ∈Rη
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σ − ρ +
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σ − ρ¯
)
.
?? ?? ?????? ????? ????? ?? ??? ???? ???????? ????? ????
∑
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1
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1
σ − ρ¯
)
= 2Re
L′η
Lη
(σ) + ???(ΔN(fη)) + 2δ(η)
(
1
σ
+
1
σ − 1
)
+ 2ψη(σ).
????? R(a, η) ?? ?? ????
1
2a+ 1
∑
θ∈Ĝ/H
(
2Re
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L′θ
Lθ
+
L′χθ
Lχθ
)
(σ) + ???(Δ2N(fθfχθ))?????
+ 2δ(θ)
(
1
σ
+
1
σ − 1
)
+ 2(ψθ(σ) + ψχθ(σ))
)
.
?? ?? ????? ?????????? ??? ????????? ?? ????? ??????
???? ????? ???? ?? ????
∑
θ∈Ĝ/H
(
L′θ
Lθ
+
L′χθ
Lχθ
)
(σ) ≤ 0? ??? ??? ????????????? ????
??? ?? ????????? ???? ??? ?????????? ?? ?????? ????? ???? αχθ = r1 − βχθ ?
2 (ψθ(σ) + ψχθ(σ)) = (n+ αχθ − βθ)ψ
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2
)
+ (n− αχθ + βθ)ψ
(
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2
)
− 2n ???π
= 2n(ψ(a+ 1)− ???(2π)) + (αχθ − βθ)
(
ψ
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)
− ψ
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≤ 2n(ψ(a+ 1)− ???(2π))− |m∞|
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ψ
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2
)
− ψ
(
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,
????? ??? ???? ???????? ???? ??? ?????????? ????? ??? ??? ?????? ??? ??????? ???? ???
??????????? ??????? ?ψ(z/2) + ψ((z + 1)/2) = 2(ψ(z)− ???(2))?? 
????? ??? ?????? ??? 0 < a < 1 ??? x ≥ 1? ∑
θ∈Ĝ/H |I1/2(x, θ)| ≤
√
x ·R(a, χ)?
?????? ???? ??? ???? ??? ??? ??? ????? ????????? η? ??? ??? ???? ρ ∈ Rη ?? Lη ?? ???
???????? ?????? ?? ???? Re(ρ) ≤ 1/2? ????????? |xρ| = |x|Re(ρ) ≤ √x? 
????? ????? ??? ??? s?(
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′
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)
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′
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∑
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1
(s− ρ)2 −
∑
ρ∈Rθ
1
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+
1
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.
?????? ???? ?? ??????????? ??? ???? ????? ?? ??????? ????? ????? ???? ?? ?????????? ???
?? ??? ?????????? ????????? ψ(z) = ψ(z + 1)− 1/z ??? ψ′(z) = ψ′(z + 1) + 1/z2? 
????? ???? ?????? ??? 0 < a < 1 ??? x ≥ 1? ?????∑
θ∈Ĝ/H
I0(x, θ) ≤ (2 + a) ???(x) + 1
xa
·R(a, χ) + [G : H]|m∞|
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1
a
+
1
a+ 1
)
+
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(
1
a2
+
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+
[G : H]|m∞|
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1
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1
(a− 1)2xa−1
)
.
???? ????? ?? ??? ???? ??????? ??
?????? ??? ??? 0 < a < 1? ????? ???? ??????? ????
∑
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′
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2
+
1
a
+
1
a+ 1
−
∑
θ∈Ĝ/H
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???
∑
θ∈Ĝ/H
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′
χθ
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a2
+
1
(a+ 1)2
+
∑
θ∈Ĝ/H
βχθ − βθ
(1− a)2 .
?? ???? ??? ????? ???? ψ
(−a
2
)−ψ (3−a2 )−ψ(1)+ψ (32) ≥ 0, ??? ψ′ (−a2 )−ψ′ (3−a2 ) ≥ 0,
????? ??? ?????? ??????? ???? ??? ?????????? ????????? ψ(z) = ψ(z+1)−1/z ??? ψ′(z) =
ψ′(z + 1) + 1/z2? ??? ??? ???????????? ?? ψ ??? ψ′? ???? ??????? ????? ????? ??? ???
0 < a < 1? ?? ????
(
???(x)
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1
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≤ 0, ?????????
∑
θ∈Ĝ/H
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1
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)
.
??? ?????? ??????? ?? ???????? ????? ????????? ?? I0(x, θ) ??? ?????? ?? ????? ????? 
????? ????? ??? ??? 0 < a < 1?
Sm(x) ≤ 2 ???(x)
ea
ω(m0) ≤ 2 ???(x)
ea ???(2)
???(N(m0)),
????? ω(m0) ?? ??? ?????? ?? ???????? ????? ?????? ???????? m0?
?????? ?? ????
Sm(x) =
1
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∑
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⎛⎜⎝ ∑
θ∈Ĝ/H
(θ∗(a)− χθ(a))
⎞⎟⎠P (a, x) ≤ ∑
N(a)<x
(a,m)=1
2P (a, x),
??? ??? ?????? ??????? ???? ??????? ????? ????? 
????? ???? ?????? ??? ??? 0 < a < 1? ??? ????????
√
x/(a+ 1)2 ?? ?? ????
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(
s1(x) ???(ΔN(m0)) + s5(x)n+ s4(x)|m∞|+ s3(x)ω(m0) + SH(x)√
x
)
+ s2(x),
?? ?? ????? ?????????? ??? ????????? ?? ????? ??????
?????
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s3(x) =
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1
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)
− ψ
(
a+ 2
2
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+
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√
x
+
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(
1
(1− a)2 −
???(x)
(a− 1)xa−1 −
1
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)
,
s5(x) = s1(x)(ψ(a+ 1)− ???(2π)).
?????? ?? ?? ??????? ????? ????? ?? ???? 0 ≤ ∑∞k=2 (−1)k(a−k)2xk ≤ 1(a−2)2x2 ? ?? ???
???? ???? I−(x, θ) ≤ |βχθ−βθ|(a−2)2x2 ≤ |m∞|(a−2)2x2 ? ???????? ???? ????? ???? ??? ????? ????
????? ??? ???????√
x
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≤ [G : H]|m∞|
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x
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θ∈Ĝ/H
I0(x, θ) + [G : H]
SH(x) +Sm(x)√
x
.
??? ?????? ???? ??????? ???? ????? ???? ????? ???? ??? ????? ????? 
????? ????? ??????? ???? χ(p) = 1 ??? ??? ????? ?????? p ???? ???? N(p) < x? [p]m ∈ H?
??? ???(p) = 1? ????? ??? ??? 0 < a < 1?
SH(x) ≤ 2n
ea
∑
m<
√
x
Λ(m).
?????? ?? ????? ?? ?? ??????? ????? ???? ?? ????????? ???? ???? t ≥ 1? ??? ????????
t−a ??? t ?? ??????? ????? ?? 1/ea? ?? ??????
????? SH(x) =
∑
N(a)<x
[a]m∈H
(1− χ(a))P (a, x) ≤ 2
ea
∑
N(a)<x
[a]m∈H
χ(a)=1
Λ(a).
??? ? ????? ????? p ?????? ? ???????? ????? p? ?? ???? ??????? ???? x ??? ???????? ???
???????????? ?? ??? ?????? ?? ??? ???? ??? ?????? ????? ??????? ???? ???(p) > 1? ?????∑
N(pk)<x
[pk]m∈H
χ(pk) =1
Λ(pk) ≤
∑
N(pk)<x
???(p)Λ(pk) ≤ ???(p)
∑
pk<
√
x
Λ(pk).
??? ??????? ???? ???(p) = 1? ??? ???  ?? ??? ???????? ??????? ???? ???? [p]m ∈ H?
??  = 1? ???? χ(pk) = 1 ??? ??? ??????? k? ?? ??? ???????????? ?? p ?? ????? ???????
????  ≥ 2? ????? ∑
N(pk)<x
[pk]m∈H
χ(pk) =1
Λ(pk) ≤
∑
N(pk)<x
Λ(pk) ≤ ???(p)
∑
pk<
√
x
Λ(pk).
???? ????? ?? ??? ???? ??????? ??
??????? ???? ??? ???????? ?????? p ??? ?????? p ????? p? ?? ??????∑
p
∑
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∑
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χ(pk)=1
Λ(pk) ≤
∑
p
∑
p|p
???(p)
∑
pk<
√
x
Λ(pk) ≤ n
∑
m<
√
x
Λ(m).
?? ???????? ?? ???????? ???? ?????????? ?? ???????? ?????? 
????? ????? ??? ??? x > 0?
???
a→1
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1
(1− a)2 −
???(x)
(a− 1)xa−1 −
1
(a− 1)2xa−1
)
=
(???x)2
2
.
?????? ? ?????? ??????????? ?? ??????????? ???? ??????
???
a→1
(
1
(1− a)2 −
???(x)
(a− 1)xa−1 −
1
(a− 1)2xa−1
)
= ???
b→0
(
xb − b ???(x)− 1
b2xb
)
= ???
b→0
(
xb ???(x)− ???(x)
bxb(b ???(x) + 2)
)
= ???
b→0
(
(???x)2
b2(???x)2 + 4b ???(x) + 2
)
=
(???x)2
2
.

?????? ????? ?? ??????? ???? ??? x ?? ??? ???? ?? ??? ???????? ????? ????? p ????
???? [p]m ∈ H? ???(p) = 1 ??? χ(p) = 1? ????? ??????? ???? x ≤ 95? ??? ???????? ???
????????
B =
(
[G : H] (2.71 ???(ΔN(m0)) + 1.29|m∞|+ 1.38ω(m0)) + 4.13
)2
.
?? ???? ?? ???? ???? x ≤ B?
??????? n = 1? ??? ??? ??? ????? ?????G ??? ?? ?? ???????? ??? ???? ???? ?????? |m∞| = 1
??? N(m0) ≥ 3? ?? ????? ????
B ≥ (2.71 ???(3) + 1.29 + 1.38 + 4.13)2 = 95.59 · · · ≥ x,
?? |m∞| = 0 ??? N(m0) ≥ 5? ?? ????? ????
B ≥ (2.71 ???(5) + 1.38 + 4.13)2 = 97.44 · · · ≥ x.
??????? n = 2? ??????? ???? ΔN(m0) ≥ 8? ????
B ≥ (2.71 ???(8) + 4.13)2 = 95.36 · · · ≥ x.
???? ??? ???? ??????????? ??? ????? ????? ΔN(m0) ≤ 7? ??? ????????? ????? ???? ?
???????????? ?? ???????? ????? ?? ???? ? ???? ? ??????? ???????? ????? ?????? ??????????
??? ???? ???? N(m0) ≥ 2? ????? ?? ???? ??? ????????? ???? ?? ???????????? ?? ????????
????? ?? ???? 3? ?????? ?(
√−3)? ?? ??? ???????????? ?? ???????? ????? 3 ??? ?? ?????
?? ???? 2? ?? ??? ????????? ΔN(m0) ≤ 7 ?? ???????????
?? ?? ????? ?????????? ??? ????????? ?? ????? ??????
??????? n > 2? ???? ??????? ????? ????? ?? ???
???(ΔN(m0)) ≥ n(???(2π)− ψ(2))− 3
2
≥ 2.74,
??? ?? ??????
B ≥ (2.71 · 2.74 + 4.13)2 = 133.52 · · · ≥ x.
?? ??????? ?? ???????? ??? ???? x > 95? ???? ????? ???? ??? ?????? ??????? ????
SH(x) ≤ 2n
ea
∑
m<
√
x
Λ(m) ≤ 2nC
√
x
ea
,
????? C = 1.03883? ?? ??? ????? ????? ???? ???? a → 1? ???? ????? ???? ????????
?? ??? s4??????? ??? ??? ????? ???? ??? x ≥ 95? ??? ?????
(
s5(x) +
2C
ea
)
?? ????????? ???
s1, s2, s3 ??? s4 ??? ??????????? ?? ???
x ≤ 24([G : H] (s1(95) ???(ΔN(m0)) + s4(95)|m∞|+ s3(95)ω(m0)) + s2(95))2
≤ ([G : H] (2.71 ???(ΔN(m0)) + 1.29|m∞|+ 1.38ω(m0)) + 4.13)2,
????? ?????? ??? ???????? 
???? ????????????
?? ???? ???????? ? ?????? ?? ??????? ???????????? ?? ??????? ???? ??????? ????
?????? ?????????? ????????? ?? ??? ????? ??????? ????????? ??????? ??? ??????
?? ?? ?????? ???? ?? ????? ????? ?????? ?????????? ??? ????? ???????? ?? ? ??? ?????
?????? ???? ?? ???? ??????? ?? ??? ????????? ????????
??????? ???? ?????? ??? K ?? ??? ?????? ????? ??? Δ ??? ???????? ????? ?? ???
???????????? ?? K? ??? m ?? ? ??????? ?? K? ???? ????? ???? m0 ??? ??????? ???? m∞?
??? h ?? ??? ????? ?? K? ??? H ?? ? ??????????? ???????? ?? ??? ??? ????? ????? ??m(K)?
???? H ?? ????????? ?? ??? ??????? ?? ??? ????? ?????? ??
{p ????? ????? ?? K | (p, hm0) = 1, [p]m ∈ H, ???(p) = 1 ??? N(p) < B},
????? B = ([??m(K) : H] (2.71 ???(ΔN(hm0)) + 1.29|m∞|+ 1.38ω(hm0)) + 4.13)2?
?????? ???? B ??? ????? ???? ??? ???????? ???
N = {p ∈ Im(K) | p ?? ?????, (p, h) = 1, [p]m ∈ H, ???(p) = 1 ??? N(p) < B},
??? N ??? ???????? ?? H ????????? ?? N ? ?? ?????????????? ??????? N = H? ?????
????? ?? ? ??????????? ????????? ??H ???? ?? ??????? ??N ? ????? G ?? ???????? ???? ?????????
?? H ??????? ?? ? ????????? ?? G? ??????? ??????? ? ??? ????? ????????? χ ?????? m
???? ?? ??? ??????? ?? H? ???? ??????? ???? ????? ?? ? ????? ????? p ∈ Ihm(K) ????
???? [p]m ∈ H? χ(p) = 1? ???(p) = 1 ??? N(p) ≤ B. ??? ????? ?????????? ????? ????
p ∈ N ⊆ N ? ?????? χ(p) = 1? ? ?????????????? 
?????? ?????????????? ????????? ?? ???????? ?????? m? ???????? ??????? ??? ??
????????? ??????????? ??? ??? ?????? ??? ??????? ?? ????????? ?? ??? ?????????????? ?????
(?/m?)×? ??? m ?? ? ???????? ???????? ??? H ? ??????????? ???????? ?? G = (?/m?)×?
?? ?? ??????? ????? ????? ???????? ???? H ???????? ? ????? ?????? ??????? ????
O(([G : H] ???m)2) ???? ?????? ???????? ??? ????? ?????? ?? ??? ??????? ? ??????????
??? ??? H? ???? ???? ????????? ??? ????????? ?? ??? ???? ????? ??????? ??? ?????????
??????? ????? ? ??? ?? ?????????? ?? H? ????? ????? ??? ???? O(([G : H] ???m)2)?
???? ???????????? ??
??????? ???? ?????? ??? m ?? ? ???????? ???????? ??? H ? ??????????? ????????
?? G = (?/m?)×? ???? H ?? ????????? ?? ??? ??? ?? ????? ??????? p ???? ????
p ??? m ∈ H ??? p ≤ 16 ([G : H] ???m)2?
?????? ??? m = m0m∞ ????? m0 = m? ??? m∞ ?? ??? ???? ????????? ?? ?? ????? ???
????? ??m(?) ?? ?????????? ?? G = (?/m?)×? ?? ??????????? ?? ????? ?? ??? ???
??????? ??? ????? ?? a? ?? a ??? m? ??? ???????? H ?? (?/m?)× ??????????? ?? ?
???????? H ′ ?? ??m(?) ??????? ???? ???????????? ???? ??????? ????? H ′ ?? ?????????
?? ????? ??????? ??????? ????
B = ([G : H] (2.71 ???(m) + 1.29 + 1.38ω(m)) + 4.13)2 ,
??? ?? ?? H? ?? H ?? ??? ???? ?????? ???? ??? ??????? ??????? ???? ??????? ??????? ???
??? ??? m ≤ 11000? ??? ?????? ??? ?? ??????? ?? ?? ?????????? ???????????? ?? ?? ???
?????? ???? m/|H| ≥ 2 ??? m > 11000? ???? ??????? ????? ?????
ω(m)
???m
≤ ??(???m) + 0.12
√
???m
???m
≤ ??(??? 11000) + 0.12
√
??? 11000
??? 11000
≤ 0.67,
????? ?? ?? ??? ??????????? ???????? ????????? ?? ???
B ≤
(
[G : H] ???(m)
(
2.71 +
1.29 + 4.13/2
??? 11000
+ 1.38 · 0.67
))2
,
??? ?? ???????? ?? ????????? ??? ????????? 
?????? ????????? ?????????? ??????? ??????? ???????? ?? ?? ???? ?? ??? ????????
??????????? ??? ?????? ?????? ?? ??? ??????? ?? ?????? ????????? ???????? ?? ??????? ???
????????? ??????????? ??????????? ??????? ????????? ???? ? ????? ???? ??????? ??? ????
???????????? ?????
??????? ???? ?????? ??? A ?? ? ??????????? ?????????? ?????????? ??????? ????????
??????? ??????? ???? ? ????? ???? ?q? ???? ???????????? ??????? K ??? ????????????
???? ?????????? ?? ?? ????? O ?? K? ??? K+ ?? ??? ??????? ???? ??????? ?? K? ??? f
??? ????????? ?? O? ??? ??? B > 0? ??? G (B) ?? ??? ??????? ????? ????? ???????? ??? ???
??????????? ??????????? ????????? ????????? ?? A ??? ???? ??? ???? ???????????? ?????
??? ????? ????? ??? ????????? ?????????? ????? ?? ????? ?????? ??????? ???? B? ?????
?? O+ = O ∩K+ ?? ??? ???? ?? ???????? ?? K+? ??? ?????
G
(
26
(
h+O+ ???(ΔN(f))
)2)
?? ?????????? ???? Δ ??? ???????? ????? ?? ??? ???????????? ?? K? ??? h+O+ ??? ??????
????? ?????? ?? O+?
?????? ????? ?? ??????????? ??? ????? ????? ?? ????????? ?? ?????? ?? ??????? ????
??????? ??????????? ????????? ?????????? ?? ???????? ?? ? ????? ? ????????????? ??????
?????? ?? ????????? ?? ??????? ?????? ??? ????? G (B) ?? ?????????? ?? ??? ?????? ????? ??
P(O) = ???(??(O) → ??+(O ∩K+))
???? ??? ?? ?????????? ??? ??????? ?? ?????? ?? ????? ???? ??????? ???? B? ??? g ≥ 2
?? ??? ????????? ?? A ? ??? n = 2g ??? ?????? ?? ??? ???????????? ??????? K? ???
??????? ??? π : ??f(K) → ??(O) ?? ? ?????????? ???? ??????? ??????? ?? ?? ?? ???????? ??
??? ? ?????????? ??? ??? H = π−1(P(O))? ???? ????? ????? ?? ???? ??? ??????????
[??f(K) : H] ≤ [??(O) :P(O)] ≤ h+O+ .
?? ?? ????? ?????????? ??? ????????? ?? ????? ??????
???? ??????? ????? G (B) ?? ????????? ???
????? B =
(
2.71 + 1.38
ω(f)
???(ΔN(f))
+
4.13
???(ΔN(f))
)2 (
h+O+ ???(ΔN(f))
)2
,
??? ?? ??????? ?? ???? ???? ??? ???????? ?????? ?? ???? ?????????? ?? ?? ???? 26? ??????
?? ???? ? ????? ????? ?? ??? ???????? ???(ΔN(f))? ???? ??????? ????? ??? ?? n = 4?
???(ΔN(f)) ≥ 4 ???(3.263) ≥ 4.73 ????? ?????? ??????? ????? ??? n ≥ 6? ??????? ?????
???? ???????
???(ΔN(f)) ≥ n(???(2π)− ψ(2))− 3
2
≥ 6.99.
????????? ??? ??? ?????? n ≥ 4? ?? ???? ???(ΔN(f)) ≥ 4.73? ???? ??? n = 2? ???????
?????? ?? ???(ΔN(f)) ??? ????????? ??? ??? ????? ???? ??? ???????? ?????? ?? ??? ???
???????? ????? ?? ?? ???? 26 ??? ??? ????? (Δ, N(f)) ???? ???? ???(ΔN(f)) < 4.73 ?? ??
?????????? ???????????? ????? ??? ??????? ??? ??????????? ???? ??? ???? ?? ?(
√−1)
??? N(f) ∈ {1, 2}? ???? ??? ???? ?? ?(√−3) ??? N(f) ∈ {1, 3}? ??? ???? ??? ????
?? ?(
√
5) ??? N(f) = 1? ????? f ?? ??? ????????? ?? ?? ????? ?? ? ????????? ????? ?? ??
????????? ?? ?? ???????? ?? N(f) ???? ?? ? ??????? ???? ???????? ??? ????? N(f) ∈ {2, 3}?
???? N(f) = 1? ??? ????? O ?? ??? ???? ?? ????????? ????? ??? ? ??????? ???????? ?????
????? ??? ?(
√−1)? ?(√−3) ??? ?(√5)?
????? ???????????? ?? ??? ????? ?? n? ?? ??? ?????? ?? ??? ???? ?? ??? ????? ????
???(ΔN(f)) ≥ 4.73? ?? ω(f) ≤ 5? ????
ω(f)
???(ΔN(f))
≤ 5
4.73
≤ 1.06.
?? ω(f) > 5? ???? N(f) ≥ 2 · 3 · 5 · 7 · 11 · 13ω(f)−5? ???
ω(f)
???(ΔN(f))
≤ ω(f)
???(2 · 3 · 5 · 7 · 11 · 13ω(f)−5) ≤
5
???(2 · 3 · 5 · 7 · 11) +
1
???(13)
≤ 1.06.
?????(
2.71 +
1.38 · ω(f)
???(ΔN(f))
+
4.13
???(ΔN(f))
)2
≤ (2.71 + 1.38 · 1.06 + 4.13/4.73)2 ≤ 26,
????? ????????? ??? ?????? 
?
???????? ????????? ?? ??????? ??????
????????? ???? ??????? ?? ????? ?? ? ????? ???? ???? ?????? ?????? ?????? ???
??????? ???????? ????? ??? ????????? ?? ??? ??????? ???????? ?? ?????? ?????? ??
??????? ?? ?? ??????? ?? ???????? ??? ?? ??????????? ??????? ?????? ?? ??????????????? ?????????? ???????? ?? ?????? ?????? ? ??????? ??? ?? ???
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?????? ?????? ??? ??? ?????O ??K ?? ????????? f ?? ???? ??? ????????? ??????? ???? ??????
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L +(Λ) =
⎧⎨⎩
LoK+ (Λ) ??  ?? ????? ?? K
+,
Ll1 [Ll2(Λ)] = Ll2 [Ll1(Λ)] ??  ?????? ?? l1l2 ?? K+,
Ll[Ll(Λ)] ??  ??????? ?? l2 ?? K+.
???????? ??? ????? ????? ??????? ????  ?? ????? ?? K+? ????? OK+ ?? ??? ?????? ?????
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?????? of ???? f = noK+ ? ????? ??? ?????? oK+ + noK ???? n ≥ 0?
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L +(Λ) = LoK+ (Λ).
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??????? ???? ??????????????? ??? 3 +  ???? ???? ?????????????? ?? o1 = ?+ oK+ ?
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??? ??????? ???? ?????????????? ?? ??? ???? ?? ????? ????? Γ1 ∈ Ll1(Λ) ??? Γ2 ∈ Ll2(Λ)
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???? ???? Γ ∈ L (Λ)?
??? ??? ????????? ??????? Γ = l2Γ1 + l1Γ2 ??? ???? Γ1 ∈ Ll1(Λ) ??? Γ2 ∈ Ll2(Λ)?
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L +(Λ) = Ll1 [Ll2(Λ)] = Ll2 [Ll1(Λ)].
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oK+ = l
2? ??? ??? ?? (, )?????????? ?? Λ ???? ??????? ???? ?????????????? ??
L +(Λ) = Ll[Ll(Λ)].
?????? ??? Γ ∈ L +(Λ)? ?????? ?? Γ = lΛ? ??????? ???? ??? ??? Π ∈ Ll(Λ)? ?? ????
lΛ ∈ Ll(Λ)? ??? ????????? Γ ∈ Ll[Ll(Λ)]? ?? ??? ??? ?????? ??????? Γ = lΛ? ???
Π = Γ + lΛ? ?? ???? ??? ???????? ?? ??????????
Λ ⊂ lΠ ⊂ Γ  Π ⊂ Λ.
?? ?????????????? ??????? Π = Λ? ????? Γ∩ lΛ = Λ? ????? lΓ ⊂ Γ∩ lΛ = Λ? ?? ???????
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????? ⊂ ????? ???? ??? ???? ??????? ?? ?? ?????  ?? ??? ??????? ????????? Λ ⊂ Γ ⊂ Λ?
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????????? ?? l???????? ?????? ?? ????????? ?? ??????? ???? ??? ?? ???? ?? ????????
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???? ??????? ???? ?????????????? ??????? ?? ? ??? ????????? ????  ?????? ?? l1l2 ?? K+
????? l1 ??? l2 ????????? ?? O∩K+? ?? ? ??? ???? ???????? ??????? ??? l1 ??? l2????????
?????? ???? ?? ?? ????????? ?????? ????????? ??? Gl1,l2(A ) ?? ??? ????????? ?????????
?? A ?? ??? ???????? ??????? ?????? ????? ????? ??? l1?????????? ????????? l1? ??? l2?
????????? ????????? l2?? ??? ????? ?? (, )?????????? ?? ??? ????? ?? ??? ???? ??? ??
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?? ??? ????? ?????  ?? ????? ?? ??????? ?? K+? ?? ????? ???? ? ???????? ????????????????
?? ??? ????????? ?? ??? ??????? ?????? ????? ? ??????????? ???? ?? ???????? ?? ????????? ??
???????? ????? ?? ??? ???????? ??????
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?? ?????? ?? Om,n ??? ????????????? ?????? ??? ????? Gl1,l2(A ) ???? ??????? ?? ???
?????? ?? ?? ???? ?????? ?? ?? Gl1,l2(O)? ??? ?????????? ?? ??????????? ??? ?? ?????? ????
l1 ??? l2 ??? ????????? ?? O ∩K+? ?? ???? ??? li???????? ?????? ??? ??????????
?? ?? ???????? ????????? ?? ??????? ??????
?????? ???? ?? ??????? ?? ?? (, )???????? ?????? ????  ??????? ?? K+?
????????? ???? ??????? ?????????????? ??? X ??? Y ?? ??? ??????? ? ?????
???????????? ψ :X → Y ?? ? ?????? ???????????? ?? ???? ???? ?? X ??? Y ??? ??
???????? ?? ???? ? ??? ???? ψ ??????? ? ???????????? ?? ???????? ??????? ??? ????
?????????? ????? ?? X ??????? ? ???????? ??????
????? ????? ??? X ? Y ??? Y ′ ?? ?????????? d???????? ??????? ???? d ≤ 2? ????
???? Y ??? Y ′ ??? ??????????? ?? ϕ : Y → X ??? ϕ′ : Y ′ → X ??? ??? ??????
?????????????? ????? ?? ?? ??????????? ψ : Y → Y ′ ???? ???? ϕ = ϕ′ ◦ ψ?
?????? ??? ????????? ?? ??????? ?? d ?? ? ?? ?? ??????? d = 2? ????? X ? Y ??? Y ′ ???
??????? ??? X ?? ??? ????? x0 − x1 − · · · − xm? ???? xm = x0? ?????????? Y ?? ??? ?????
y0 − y1 − · · · − yn? ???? yn = y0? ??????? ???? ?? ??????????? ϕ(y0) = x0 ??? ϕ(y1) = x1?
????? ?? ? ????????? ?? ??? ????? ?? X ??? Y ???? ???? ϕ ??????? ? ????????????
?? ???????? ??????? ??? Y ??????? ? ???????? ?????? ??????? ???? ?? ??????????? ???
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ϕ(y2) = x2? ??? ?? ? ??????????? x1 → x2? ????????? ???????????? ?? ?????? xi → xi+1
??? ??? i ≤ m? ??? ϕ(yi) = xi ??? m ??? ??? i ≤ n?
?????????? ??? ????????? ?? X ??? Y ′ ???? ???? Y ′ ?? ? ???????? ????? ??? ϕ′
??????? ? ???????????? ?? ???????? ?????? ????? X ???? ? ???????? ?????? ???????
???? ?? ??????????? ?? ?? ??????? ??? ???????? ????? x0 → x1 → · · · → xm ??? ?? ?? ??? ?????
?????????? ?????? ?????? ??? ?????????? ?? Y ′?? ????? ?? ???? ?? ??????????? {y′i}ni=0 ??
Y ′ ???? ???? ϕ′(y′i) = xi? ??? y′i → y′i+1 ??? ???? i? ??? ??????????? ψ ?? ???? ??????
????? ?? ψ(yi) = y′i? 
???? (, )?????????? ?????????? ??? ???? ?????????????? ??
??????????? ????? ??? ????? Gl1,l2(O)? ???? ????? ???????? ?? l1 ??? l2? ??? ???????????
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A ∼ B ⇐⇒ ??2(A) = ??2(B).
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????????? Ψ ?? ??????? ??? x ∈ G0,n ?? ψA(x)? ????? A ?? ??? ????????? ?????????
?? x ?? G0,n? ?? ???? ?? ???? ???? ?? ?? ? ????? ???????????? ????? D ??? D ′ ???
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n) eΘ˜(n)
?? ?
eΘ˜(n
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t = 1
????(n)
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eΘ˜(n)
???? ??????? ??? ??? ????
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??? ????? ???????? ?? ?????????? ?????? ??? ??????? ??
??? ??????? ??????? ??? ??? ???? ???? ? ???????
?????????? ????? ? ?????? t = 0? ??? ??? a ≥ 1/2?
?????? ???? ???? ????? ????????? ?????????????????? ?????? ??????
??? ?? ????? ?????????? ?? ????????? ???????? ??? ??? ????? ??? ?? ??????
????? ????? ???????? ??? ??? ??????? ?? ??? ????? ????? ??? ??????? n ??
??? ????????? ?? ??? ???????? ??? ? ?????????? ???? ?? ????????? m? ????
????????? ?? n = ϕ(m)? ??? ????????????? ??????? ???? ????? ??? ???
?????? ?? ????????????? ??????? ?????? ??? ????????? ??????? ??????????
????(n) ??? ???????????????? ???(???????(n)) ???????????? ?? ??? ????
??????
????? ???(O×K) ?? ? ??????? ?? ????????? ϕ(m) − 1? ??? ??? ??????????? ?????????
?? gO×K ?? ??? ???????????
???(g) + ???(O×K)
?? ???? ???????? ?? ??????? ? ????????? ??? ?? ????? ???????? ?? ???(O×K)? ????? ??? ?? ????
?? ??? ? ????? ?????? ?? ???(g)+???(O×K)? ?????? ???? ?? ? ????? ??????? ?? gO×K ? ????? ?
????? ?????????? ?? ???? ?? ??????? ???? ???? ???? ?????? ?????? ?? ??? ?? ???????
?????????? ???? ?? ????????????? ?? ??? ???????? ?????? ?? a ??? ??? ??????????????
????????????? ?????? ???(O˜(
√
m))?
???? ????????????? ???????? ?? ????????
?????? ???? ? ????????? ??????? ?? ? ???????? ???????? ?? ??? ?????? ????? ?n? ???? ???
????????? ????????? ???? ??????? ‖ · ‖? ??? ?????? ?? ??? ???????? ???????? ?????? ?? ?
??????? Λ ?? ?????? ??? ??????? ????????? ??? ??????? λ1(Λ)? ??? ???? ??????? ?? ???
?????? ?? ????? ?? ??? ??????????
????????? ??? ????????????? ??? ????? ?????? ??????? ???? ????????????? ?????? α
??? α????? ?? ??? ?????????? ????? ? ????? ?? ? ??????? Λ ⊂ ?n? ??? ? ?????? v ∈ Λ \ {0}
???? ???? ‖v‖ ≤ αλ1(Λ).
???? ??????? ?? ??????? ??????? ?? ??? ????? ?????? ????????
??? ?? ??????? ????? ?????????? ?? ????????? ??????
????????? ??? ????????????? ??? ????? ?????? ??????? ?? ?? ???????? δ ??? δ?????
?? ??? ?????????? ????? ? ????? ?? ? ??????? Λ ⊂ ?n ??? ? ?????? t ∈ ?n? ??? ? ??????
v ∈ Λ ???? ???? ‖v − t‖ ≤ δ.
????? ? ????? ????? ?? ??? ??????? Λ ?????? ? ????? ?????????? ?? ????? ????????? ??? ???
??? ???? ????????? ?? ??? ????? ?????? ???????? ?? ??????? ?? ??? ???? ?? ???? ????????
???????? ?? ???? ? ????? ????? ?? ????? ?????? ???? ???? ????????? ???? ???? ????? ?????
???? ??? ???????? ?? ?? ????? ???? ??? ??????? ???? ?? ???????? ???? ? ???? ?? ? ???
????? ?? ?? ??? ????? ?? ????????????? ?????? ??? ????????????? ? ??? ????? ??? ????? ?? ?
?????? ??? ???? ??????? ? ??? ?????? ?????? ???? ?????????? ?????? ??????? ???????? ?????
? ???? ????? ?? ??? ???? ??????? ??? ????? ?? ?????? ??? ???? ?????? ?? ????? ?????????
??????? ????????? ???? ?????? ??????? ?????? ????? ?? ? ????? ????????
?? ??? ???? ?? ???? ???????? ?? ??????? ?????????? ?? ????? ?????????? ????? ? ?????
????? ?????? ???? ????? ???? ?????? ?? ??? ?????? ?? ?????????? ?? ????? ?????????? ??
????? ?????????? ?? B = [b1, . . . , bk] ∈ ?n×k ?? ? ?????? ???????? ?? ???????? ???????????
?????? ??????? bi ∈ ?n? ?? ?????? ?? B˜ = [˜b1, . . . , b˜k] ∈ ?n×k ??? ????????????
?????????????????? ????????? ?? ?????? ?? P(B) ??? ???????? ?????????????? ???????
?? B? ?????? ??
P(B) = B · [−1/2, 1/2)k =
{∑
xibi
∣∣∣xi ∈ [−1/2, 1/2)} .
?? B ?? ??? ????? ?? ? ????????? ??????? Λ ⊂ ?n? ???? P(B) ??? P(B˜) ??? ???????????
??????? ??? Λ ?? ?n? ????? ??????????? ??????? ????? ??????????????? ?????????
??????????? ??? ??? ?????? ??????????? ?????? P(B˜)? ???? ????????? ?? ???????? ?? ??
?????????????? ?? ?? ??? ????????????? ????????? ??????? ???????
????? ???? ????? ?? ? ????????? ????????????? ?????????? ???? ????????? ??(B, t)?
???? ????? ??? ????? B ∈ ?n×k ?? ? ??????? Λ ⊂ ?n? ??? ? ?????? t ∈ Λ ⊗?? ??????? ?
???? (v, d) ????? v ∈ ?k? d ∈ P(B˜) ??? t = Bv + d?
????? ? ????? ????? B ?? ? ??????? Λ? ??? ????? ????????? ??? ?? ???? ?? ??? ?
??????? ????? v ????? ?? ??? ?????? t? ?? ????? ??? ???? ???? ????? ???? ??????????? ?? ??
???? ???????? ?? ???? ? ??? ?? ????? ??????? ?? Λ ???? ???? Λ⊗??
????????? ???? ????? ?? ? ????????? ????????????? ?????????? ???? ????????? ??(W, t)?
???? ????? ? ??? W ?? k ??????? ?? ? ??????? Λ ⊂ ?n ???? ????? Λ ⊗ ?? ??? ? ??????
t ∈ Λ⊗?? ??????? ? ?????? v ∈ ?k ???? ???? ????
‖W · v − t‖ ≤ 1/2 · √n · ???
w∈W
‖w‖, ?????????
‖W · v − t‖1 ≤ 1/2 · n · ???
w∈W
‖w‖.?????
?????? ?????? ?? ????????? ? ??? ?? ???????? ??????????? ??????? C ⊂ W ? ????? ??? ??
???? ?? ????????????? ?????????? ???? ?? ? ?????? ??????? ??? ??? C ????????? ? ?????
???? ??????????? ?? Λ? ?? ?????????? ??????? (v′, d) = ??(C, t) ?? ????? ???? Cv′ − t = d ∈
P(C˜)? ??? ?? ????????? ??????????
‖d‖2 ≤ 1/4 ·∑i ‖c˜i‖2
≤ 1/4 · n ·???i‖c˜i‖2
≤ 1/4 · n ·???w∈W ‖w‖2.
???? ????????? ?? ?????? ?????? ??? ????? ????? ?????? ???
?? ??????? ?? ??? ??? ??????? v′ ?? v ???? ????????????? ?????? ????? ?? ???????? ???
????? ?? ?????? ??? ????? ?? ????? ?? ?????? ??????? ???? ????? ?? ???????????????
??????????? 
?? ???? ??????? ?? ????????? ?? ??? ? ????? ?????? ???? ??????? ?? ??? ∞??????
??? ?? ??? ?????????? ??? ????????? ??? ??? ??????? ? ????? ?????? ??????? ???? ??? ??
???????? ?? ????????? ?? ? ????????????? ????????? ?????? ?? ??? ????????? ????????????
??????????? ???? ?? B˜ ∈ ?n×k ??? ?????????? ???????? ??? ?? x ?? ????????? ???????????
???? P(B˜)? ????
‖x‖∞ ≤ τ ·???i‖b˜i‖
????? ?????? ???? ??????????? ?? ???? 2n · ???(−2τ2)?
?????? ?????? ??? ?? ????? (B˜, 0) = QD ????? D ?? ? ???????? ?????? ???? ??????????
(‖b˜1‖, . . . , ‖b˜k‖, 0, . . . , 0) ??? Q ?? ?? ?????????? ?????? ?????? QQt = QtQ = I??
?? ????? x = QDy ????? y ?? ??????? ?? [−1/2, 1/2)? ?? ??????????? ??? ???? j ??
???? xj =
∑
iQj,iDi,iyi? ?????????? ????? ?????? ???? ??? ??????????? ???? |xj | ≥ s
?? ???? ???? 2 ???(−2s2/∑(Qj,iDi,i)2)? ???? ???? ∑i(Qj,iDi,i)2 ≤ ???i‖b˜i‖2? ??????
s = τ ·???i ‖b˜i‖? ??? ????????? ?? ??? ????? ????? ???? ??? j??? 
????? ???? ????? ?? ? ????????? ?????????? ?????????? ???? ????????? ??∞(W, t) ????
????? ? ??? W ?? k ??????? ?? ? ??????? Λ ⊂ ?n ???? ????? Λ⊗?? ??? ? ?????? t ∈ Λ⊗??
??????? ? ?????? v ∈ ?k ???? ????
‖W · v − t‖∞ ≤
√
2 · ???(8n) · ???
w∈W
‖w‖?????
???? ??????????? ?? ????? 1/2?
?????? ?????? ????????? ? ??? ?? ???????? ??????????? ??????? C ⊂ W ? ??? ???????? ???
??????? Λ′ ????????? ?? C? ?????? ? ??????? p ∈ P(C˜)? ??????? (v, d) = ??(C, t+ p)?
???? ???? ‖W · v − t‖∞ ≤ ‖W · v − (t + p))‖∞ + ‖p‖∞? ??????? p ?? ??????? ???? ?
??????????? ?????? ?? Λ′? ?? ?? ??? ???? ???? t+ p ??? Λ′ ?? ???????? ????????? (W · v−
(t+ p)) ?? ??????? ???? P(C˜)?
????? ??????????? ??? ?? ???? p ?????????????W ·v−(t+p)? ???? τ =√1/2 · ???(8n)?
‖p‖∞ ????????????? ‖W · v − (t+ p)‖∞? ?? ???? ????
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1/2 · ???(8n) ·???w∈W ‖w‖ ??????
???? ??????????? ?? ???? 1/4? ? ????? ????? ?????? ?? ????????? 
???? ????????? ?? ?????? ????? ??? ????? ????? ??????
?? ??? ????? ??????? ?? ????? ????????? ?? ???? ?? ??????? ???????????? ?? ? ??????
???? K? ?? ??? ???? ?? ???????? OK ? ??? ?? ??? ????? ????? ??K ?
?????? ?????????????? ?? ???????? ?? OK ? ??? ???????? ?????????????? ?? ?? ????
???? α ∈ OK ?? ??? ?????? α = (α0, . . . , αn−1) ?? ??? ???????? ????? ??????? ?? OK ?
????? ??? ???????? ?? ?????????? ?? ??? ?????????? α =
∑
αiX
i ??? Φm(X) ????? Φm
??????? ??? m??? ?????????? ??????????? ? ?????????? ??????? α ∈ K ?? ???????? ??????
?????? ?? 1q · α′ ????? q ?? ? ???????? ??????? ??????? ?? ??? ???????? ?????? ??????? ??
??? ?????????? ?? α′?
?????? ?????????? ??? OK ???? ?? ?????????? ???? ????? ????????? ?? ????? ???? ?
???????? ?????????????? ????? ???? ?? ??????????? ??????? ?? ?? ??? ???? ??? ????????
??? ??? ??????? ?????????? ???? ?????????? ?? ??????? ???? ????? ?? ???????? ?? ????? ?
??????? ??????????????? ? ??????? ?????????????? ?? ?? ??????? α ∈ K ?? ? ???????? ??
??? ?? ??????? ????? ?????????? ?? ????????? ??????
???????? ?? γ1, . . . , γ ∈ OK ?? ??? ???????? ?????????????? ??? ???????? k1, . . . , k ????
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∏
i=1 γ
ki
i ?
?? ?? ?? ?????????? ???? α ∈ K ?? ?????? ??? ??? ????????? ??????? ? ???????? ?????????
?????? ???? ? ??????? ???? ?? ????????? ???? ?? ????? ???? ?? ????????? ?? ?????????????
??????????????? ??? ?????? ??????? ????????? ?? ??????? ??????? ???? ??????? ????????
????????
????? ??? ??????????? ???? ????????? ????? ???????? γ1, . . . , γ ∈ K ?? ????????
?????????????? ??? ???????? k1, . . . , k, q, B ∈ ?? ???????? ???? α =
∏
i=1 γ
ki
i ????????
qα ∈ OK ? ??? ??? ???????? ?????????????? ?? α ??? ?????????? ???? ???????? ????? ??
???? B? ??? ??? ??????? α ?? ???????? ?????????????? ?? ?????????? ???? ?? ??? ???? ??
??? ??????
?????? ?????? Q ≥ 2qB? ??? ??????? qα = q∏i=1 γkii ??? Q ????? ???? ??????? ?????
??????????? ??????? qα ?? ? ?????????????? ?? qα ??? Q ???? ?????????? ?? ??? ????????
[−Q/2, Q/2]? 
?????? ??????? ?????????? ??? ????? ??????? ???????????? ???????? ??????? ?? ?????
????? ???????????? ?????? ???????? ??? ??? ???? ????? ????????? ?????????? ??? ?????
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??? ?? ????? ??? ????????? ????? ??????? ????? ?? ??????? ?????????? ?????
??????? ??? ??????? ??????? ?????? ????? ?? ? ??????? ????????? ??? ???????? ?? ??
????? a ⊆ O ?? ?? ????? O ?? ? ?????? ???? K ?? ?????????? ??? ??? ????????? α ∈ O ??
??????? ?????????????? ???? ???? a = (α)? ?? ?????????? ???? ?? ??? ?????????? [K : ?]?
???(N(a)) ??? ???(Δ)? ????? Δ ?? ??? ???????? ????? ?? ??? ???????????? ?? O?
??? ??????????? ?????? ????????? ??? S????? ????? ??????????? ???? ?????? ?? ?????
??? ????? ????? ???????? ????????? ????????? ????? ? ????? B ?? ?????? ?????????? ?
???????? ?? ??? ????? ????? ??K ?????????? ??? ????? ?? a? ??????? ??? ????? ?? a ?? ?
??????? ?? ?????? ?? B?
??????????? ??? ????????? ??? B ?? ? ??? ?? ????? ?????? ?????????? ? ???????? H
?? ??K ? ????? ?????? ? ??????? ????????? ????B ?????? ???? ????? ?? ????? ???
????? a ?? OK ???? ???? [a] ∈ H? ??????? ? ?????? y ∈ ?B ???? ????
∏
pyp ∼ a? ??? ????
?? ?????????? ???? ?? n = ???(K)? ???p∈B ???(Np)? ???(Na)? |B| ??? ???(ΔK)? ?????
ΔK ?? ??? ???????? ????? ?? ??? ???????????? ?? K?
?????? ????? ??????? ??? ?? ?????? ??? ????? ?? ???? ????????? ?? ????????? ??? ??????
??????? ?? ??? ?????? ??????? ???? ?? ????? ???????? ????????
??? ????? ????????????? a = qa11 . . . q
ak
k ??? ?? ???????? ?? ?????????? ???? ?? n?
???(ΔK) ??? ???(Na)? ?? ?????? ????????? ??????? ?????? ??? C = B∪{q1, . . . , qk}? ???
??? ??? ?????? ??????? ???? ?? ?????????? ???? ???? ????? ?? ????????? ??? r = n1+n2−1?
??? ????? ??????????? ??? ?? ? ????????? ?? ?????? ??????? ????? ???? ?????? ?? ?? ??? ?????? ??????????
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??????? ??????????? ???????? ??? ????????????
ψ : ?B × ?k −→ ??K
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⎡⎣∏
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⎤⎦ · [ k∏
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qfii
]
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?? ????????? ?? ?????? ??????? ??? ??????? ??? C????? ??????? ???????? ? ??????????
??? ?? ???? c = r + |B| + k ??? ??? ?????? L ?? ψ? ???? ?????? ??????? ???? ????
? ?????????? ??? {vi}ci=1 ??? ?? ????? ?? ? ??????? ????????? ?? ???? ??????????
?? n? ???p∈C{???(Np)}? ???(dK) ??? |C| = O(|B| + ???(Na))? ??? ???? i? ????? vi =
((wi,p)p∈B, (vi,1, . . . , vi,k))? ????? [a] ∈ H ??? B ????????? H? ??? ?????? ?? ?????????
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?? ??????
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????? ??? ?????? ?? ????B ?? y =
(
−∑j xjwj,p)
p∈B
? 
???? ????? ??????? ?? ?????????? ????? ????????
?? ??????? m > 2 ?? ???? ??? ???? ??????? ??? ??? ????? ?? ???? ?? ? ????????? m?
?? ???? ?? ????? ζm ∈ ?? ??? ?????????? ???? ?? ????????? m ?? K = ?(ζm)? ??? ???
?????????? ???? ?? ?????????m ?? OK = ?[ζm]? ??? ???? ?? ???????? ??K? ??? ???????ΔK
?? ??? ???????? ????? ?? ??? ???????????? ?? K? ??? ???? K+ = ?(ζm + ζ−1m ) ?? ???
??????? ???? ??????? ?? K? ?? ?????? ??? ????????? ???? ?? ?? ????? h ?? ??????? N(h)?
?? ?????? ?? τ ∈ ???(K/?) ??? ??????? ??????????? ?? K?
????? ??????? ??? ??K ?? ??? ????? ????? ?? OK ? ??? ????? ?? ?? ????? h ?? ??????? [h]?
??? ?? ??? ?????? h ??? h′ ??? ?? ??? ???? ?????? ?? ????? h ∼ h′? ??? ??K+ ?? ??? ?????
????? ?? K+? ??? ???????? ???? ??? NK/K+ : ??K → ??K+ ?? ????? ??????? ??????
????? ??? ????? ?? h ?? ??? ????? ?? h1+τ ? ?? ? ??????????? ??? ??? ?????? ?? ??? ????????
????? ????? ??−K ?
??? ?????? ????? ??? ??? ????? ????? ??? G ?????? ??? ?????? ????? ?? ??? ??????
???? K/?? ?? ?? ??????????? ?????????? ?? (?/m?)× ??? ??? ??????????? a → σa?
????? σa ?? ??? ???????????? ??????? ζm ?? ζam? ?????????? ?? ???? τ = σ−1? ????? ??
???????????? σ ∈ G? ??? ?? ??????? a ∈ K ?? ?? ????? h ?? OK ? ?? ?????? ??? ??????
?? σ ?? aσ ?? hσ? ???? ???????? ??????? ?? ??? ?????? ?? ??? ????? ???? ?[G]? ??? ???
α =
∑
σ∈G ασσ ∈ ?[G]? ?? ?????
hα =
∏
σ∈G
(hσ)ασ .
?????? ?? ????????? ??? ???? K ?? ? ????????? ?????? ????? ???? ? ??? ??? ????? ???????
〈a, b〉 = ??(abτ )? ??? ????????????? ????????? ???? ?? ??????? ‖a‖? ??? ????????? ????
??? 2????? ??????? ?? ??? ????????? ?????????
K −→ ?ϕ(m) : a −→ (aσ)σ∈G.
?? ???? ?????? ??? 1????? ??? ∞????? ?? ‖a‖1 ??? ‖a‖∞? ??? ?????? ?? ?? ?????
h ?? ? ??????? ??????? ?? ??? ????????? ???? ?? ???(h) =
√
ΔKN(h)? ??? ?????? λ1(h) ??
??? ?? ??????? ????? ?????????? ?? ????????? ??????
??? ???????? ???????? ?????? ?? h ?? ?????????? ?? ??? ????????? ???? ?? ?? ? ??????????
???????
?????
1
????(n)
N(h)1/n ≤ λ1(h) ≤ ????(n)N(h)1/n.
??? ????? ?????????? ?? ?? ??????????? ?? ??????????? ?????? ???????? ??????? ??? ????
??? ??????? ???? ??? ???? ???? ??? ????? vOK ????????? ?? ??? ???????? ?????? v ?? h ??
? ???????? ?? ?????????? ?? h? ??? ???? ???(vOK) ≤ ‖v‖n?
???? ??? ???????? ?? ?????????? ?????
?? ???? ??????? ??? ??? ????? ?? ????? ??? ???????? ?? ?????????? ?????? ??? ?? ??
???????????? ?? ??????? ? ??????? ????????? ??? ?????????? ?? ????????? ??????? ?????
????? ???? ??????? g ?? ? ????????? ?? ???? ????????? ????? a? ????? gO×K ?? ??? ???
?? ??? ?????????? ?? a? ?????????? ?? ????? ????????? ???? ??? ?? ??????? ??? ?????
?? ????????????? ??? ???????? ?? ??? ???? ????? O×K ? ??? ???? ??????????? ?? ??? ????
???? ???(O×K) ???????? ??? ??? ??????????? ?????????? ??? ???? ??????? ??????? ???
???????? C ⊂ O×K ?? ?????????? ?????? ????? ????????????? ??????? ???(C) ?????? ??
????????? ?????????? ??? ?? ????? ???????????
?????? ??? ??????????? ????????? ??? ?????????? ?????? ?????? ???? G ???????
??? ?????? ????? ???(K/?)? ??? τ ∈ G ?? ??????? ????????????
????????? ???? ???????????? ??????????? ??? ??????????? ????????? ?? K ??
??? : K× −→ ?[G]/(1− τ)
a −→
∑
σ∈G
???(|aσ|) · σ−1.
?? ?? ???? ?? ????? ???? ???? ?? ? ???????? ?? ?[G]????????? ??? ???? ?[G]/(1− τ)
???? ??? ? ????????? ?????????? ????? ??? ??? B ⊂ G ?? ??????????????? ?? G/〈τ〉? ???
?????????? ?? B ?? ?[G]/(1 − τ) ????? ? ????? ?????? ???? ??? ???????? ?????? ?? ???
?????? ?? B? ??? ?? ???????? ??? ????? ?? ?[G]/(1 − τ) ?????? ???? ??? ???????
??????????? ???? ?ϕ(m)/2?
??? ?????? ?? ??? ??????????? ????????? ?????????? ?? O×K ?? ??? ???????? ?????????
?? −1 ??? ζm? ??????????? ???? ??????? ??????? ???? ???(O×K) ?? ? ????????? ??????? ??
??? ?????? ???????? ?? ?[G]/(1− τ) ?????????? ?? s(G) =∑σ∈G σ?
????????? ???? ??????????? ??????? ??? V ?? ??? ?????????????? ????? ????????? ??
{±ζm} ∪ {1− ζjm | j = 1, . . . ,m− 1}.
??? ????? ?? ?????????? ????? ?? K ?? ??? ???????????? C = V ∩ O×K ?
??????? ????? ??? ??????? ???(C) ??? ???? ???? ?? ???(O×K)?
?????? ???? ???????? ??? ????? C+ = C ∩ K+ ??? ????? ????? ?? ??? ????? ?? ????
????? E+ = O×K ∩ K+? ??? W ?? ??? ?????????????? ????? ????????? ?? −1 ??? ζm?
???? ? ????? ??????? ?????? ??? ????? WE+ ??? ????? 1 ?? 2 ?? O×K ? ????? W ?? ???
?????? ?? ??? : O×K → ?[G]/(1− τ)? ?? ???
[???(O×K) : ???(C+)] = [???(O×K) : ???(E+)][???(E+) : ???(C+)]
= [O×K : WE+][E+ : C+],
????? ?? ?????? ????????? [???(O×K) : ???(C)] ?? ???? ?????? 
???? ????? ??????? ?? ????????? ?????? ???
?????? ????? ?????????? ??????? ?? ??? ?????????? ?????? ?? ??? ?????????? ??
?????? ????? ?????????? ?? ??? ??????? ???(C)? ??? m = pα11 . . . p
αk
k ?? ??? ????? ???????
??????? ?? m? ??? ??? ??? ????? i ??? mi = mp−αii ? ??? 0 < j < m? ???
vj =
⎧⎪⎨⎪⎩
1− ζjm ?? ??? ??? ??????? i? ?? ???? mi  j,
1− ζjm
1− ζmim ?????????? ??? ??? ?????? i ???? ???? mi | j.
??????? ???? ???????? ??????? ?????? ??? ??????? ???(C) ?? ????????? ?? ??? ??? ??
??????? {???(vj) | 0 < j < m}?
????? ????? ??? ??? ??????? j ??? ????????? ?? m? ?? ???? ‖???(1− ζjm)‖ = O(√m)?
?????? ????? j = ab? ????? a ??????? m ??? (b,m/a) = 1?
‖???(1− ζjm)‖2 =
∑
i∈(?/m?)×/{±1}
(
2 ??? |1− ζijm|
)2
= 4
∑
i∈(?/m?)×/{±1}
(
??? |1− ζim/a|
)2
.
??? ??????? ????? ???????????? (?/m?)× → (?/(m/a)?)× ?? ? ??????????? ?? ???
?????? ??? ??????????? ϕ(m)/ϕ(m/a)? ??? ?? ??????
‖???(1− ζjm)‖2 = 4
ϕ(m)
ϕ(m/a)
∑
i∈(?/(m/a)?)×/{±1}
(
??? |1− ζim/a|
)2
= 4
ϕ(m)
ϕ(m/a)
∑
i∈(?/(m/a)?)×/{±1}
(??? |2 ???(πia/m)|)2
≤ 8a
m/2a∑
i=1
(???(2 ???(πia/m)))2
= 8a
m/2a∑
i=1
f(ia/m),?????
????? f : [0, 1/2] → ? ?? ?????? ?? f(x) = (???(2 ???(πx)))2? ????? f(x) ≤ ??? 2
??? 1/6 ≤ x ≤ 1/2? ??? ????? ?? ???????? ????? ?????? ???? i > m/6a ??? ?? ??
???? O(m)? ?? ??????? ?? ???????? ??? ???????????? ?? ??? ????????? ?????? ?????
???(πx) ≥ 2x ??? 0 ≤ x ≤ 1/2? ?? ????
8a
m/6a∑
i=1
f(ia/m) ≤ 8a
m/6a∑
i=1
(???(4ia/m))2 ≤ 8am
a
∫ 1/6
0
(???(4x))2dx = O(m),
????? ??? ???? ???????? ??????? ????
∫ y
0 (???x)
2dx = y((??? y)2 − 2 ???(y) + 2)? 
???? ????? ??????? ?? ????????? ??????
??? ??????? ???? ??????? ??? ?? ??? ???????? ?? ?????????? ????? ??? ?? ?????????
?? ??? ????? ??????? ?? ????????? ???????
?????? ????? ?????????? ?? ????????? ???????
??????? ????? ????? ?? ? ?????????? ????????? ?????????????? ?????????? ????
???? ??? ??? g ∈ OK ??? ??????? ???????????????? ???? ?? ??????? h ∈ OK ??? ???????
??????????????? ???? ???? gOK = hOK ???
‖h‖ = ???
(
O
(√
m ???m
))
·N(g)1/ϕ(m),
??? ?? ??????? ????? ?????????? ?? ????????? ??????
??? ???? ?? ?????????? ???? ?? ??? ???? ?? ??? ??????
????????? ??? ??????????????(g)? ???? ? ????? ????????? ?? gOK ?
???????? ?? ??????? g ∈ OK ?? ??????? ?????????????? (γi, ki)i=1?
??????? ??? ??????? ?????????????? ?? ? ????? ??????? ?????????? gOK ?
?? W = (w1, . . . , wm−1) ????? wi = ???(vi)? s(G) =
∑
σ∈G σ ∈ ?[G]/(1− τ)?
?? t′ ←∑i=1 ki ???(γi)?
?? t′′ ← 1/ϕ(m) · ???(N(g)) · s(G)?
?? t ← t′ − t′′ ∈ ???(O×K)⊗??
?? ??????
?? x ← ??∞(W, t)? ???????????? ??? ????? ????
?? ????? ‖W · x− t‖∞ ≤
√
2 · ???(4ϕ(m)) ·???w∈W ‖w‖
?? ?????? ????????????? ?? (γi, ki)i=1 ??? (vi,−xi)m−1i=1 ?
?????? ? ????????? ?????? ??? ???? ????????? ?? ??? ???? ?? ?????? ?? ??????????? ??????
???????? ?? ?????? ???? ??? ????? ???????? ???? ?????? ?? ???????? ???? ??? ?????????? ??
? ??? ?? ????????? ?? ?????????? ????? ??? ???? ????? ?????????? ??? ????????? ??????
?? ???????? ?? ??????? ??????
?????? ???? g ?? ????? ?? ??????? ?????????????? (γi, ki)i=1? ????? g =
∏
i=1 γ
ki
i ?
??? ??????? t ?? ??? ?????????? ?????????? ?? t′ ?? ??? ???????? ???(O×K) ⊗ ?? ???
W = (w1, . . . , wm−1) ????? wi = ???(vi)? ???? ??????? ????? W ?? ? ??? ?? ??????
????? ?? ???(C)? ??? ?? ????? ????? ?? ???? ???w∈W ‖w‖ = O(
√
m)? ????? ?? ???
?????????? ????????? ??∞(W, t) ??? ???????? ????? ??? ?????? x ????????
‖W · x− t‖∞ ≤
√
2 · ???(4ϕ(m)) · ???
w∈W
‖w‖.
????????? ?? ????? ???? ???? ????????? ?????????? ?? ??????? ?????????? ????? ??? h
?? ??? ??????? ???? ??????? ?????????????? (γi, ki)i=1

(vi,−xi)m−1i=1 ??????  ???????
??? ????????????? ?? ??????????? ?? ????
‖h‖∞ ≤ ???(‖???(g)−W · x‖∞)
≤ ???(‖t+ t′′ −W · x‖∞)
≤ ???(‖t′′‖∞) · ???(‖t−W · x‖∞)
≤ ??? (‖1/ϕ(m) · ???(N(g)) · s(G)‖∞) · ???
(√
2 · ???(4ϕ(m)) · ???
w∈W
‖w‖
)
≤ N(g)1/ϕ(m) · ???
(
O
(√
m ???m
))
.
?? ???????? ???? ??? ?????????? ‖h‖ ≤√ϕ(m)‖h‖∞? 
?????? ????????? ?????????? ?? ???? ???????? ?? ????? ???? ?? ??? ????? ??? ??? ????
??????? ???(γi) ??? ???(vi) ?? ? ???? ???????????? ???? ???? ?? ????????? ??? ?????
?????? ? ????? ????????? h? ??? p = ???2(???ki=1 ki‖γi‖∞) ??? ???? ???? p ?? ???????
???? ?? ??? ???? ?? ??? ?????? ??? n = ϕ(m)/2 ??? ??????? ??????? ???? ?? ??????????
???? ??? ???? n− 1 ??????? w1, . . . , wn−1 ??? ???????? ????????????
???? ????? ??????? ?? ????????? ?????? ???
??? ?????????? ??? ? ??? ?? n ??????????????? ?? ??? ?????? G/〈τ〉? ???? ???? ? ????? ???
?[G]/(1− τ)? ?? ???? ?????? ???????? ??? ????????
L = (???(γi))i=1, ???
W = (wi)
n−1
i=1 = (???(vi))
n−1
i=1 .
??? ε = 2−(p+m2)? ??? ??????? ?? ????????????? L ???? ?????????? ?? ε? ???? ????
‖L − L‖∞ ≤ ε? ???? ?? ???? ?? ????????????? W ?? W ???? ?????????? ?? ε? ????
???? ‖W −W‖∞ ≤ ε ??? ???? ?????? wi ????? ???? ?? ???(O×K)⊗?? ?? ?? ??? ??? ????
????????????? W˜ ???? ???? ‖W − W˜‖∞ ≤ ε/2? ??? ???
wi = w˜i − 1
ϕ(m)
n∑
j=1
w˜i,js(G) ∈ ???(O×K)⊗?,
????? ???????? ‖W − W˜‖∞ ≤ ε/2?
?? ??????? ???? ??? ???? ??????????? ?? ?? ??? ????? ?? ??????? ????? ????? ?????
??????????? ??????? ??????? t′ = L · k? ??? ??????? t′ ???????????? ?? s(G)? ???? ??
????????? t′ = t+ t′′ ???? ???? t ∈ ???(O×K)⊗? ??? t′ ∈ s(G) ·?? ?????????? ???? ???
?????????? ????????? x ← ??∞(W, t) ????? ??? ?????? x ????????
????? ‖W · x− t‖∞ ≤
√
2 · ???(8n) · ???
w∈W
‖w‖.
????????? ?? ????? ???? ???? ????????? ?????????? ?? ??????? ?????????? ????? ??
?????? ??? ??????? ?????????????? (γi, ki)i=1

(vi,−xi)n−1i=1 ?? h?
????????? ?? ??? ????? ???? ??? ?????? h ?? ?????? ?? ????
‖h‖∞ ≤ ???(‖L · k −W · x‖∞)
≤ ???(‖t′ −W · x‖∞) · ???(‖(L− L) · k‖∞ + ‖(W −W ) · x‖∞)
???? ????? ????? ?? ???? ???w∈W ‖w‖ ≤ O(
√
m) +
√
nε ≤ O(√m)? ??? ????????
???? ????? ?? ??? ????? ??? ???? ?????? ??
???(‖t′ −W · x‖∞) ≤ ???(‖t′′‖∞) · ???(O(
√
m ???m)).
????????? ????? t′′, t′′ ??? ???????????? ??? ?????????? ?? t′ = Lk ??? t′′ = Lk? ?? ?????
???? ‖t′′ − t′′‖∞ ≤ n‖t′ − t′‖∞? ?? ?? ??? ???? ‖h‖∞ ?? ?? ????
N(g)1/ϕ(m) · ???(O(
√
m ???m)) · ???((n+ 1)‖(L− L) · k‖∞ + ‖(W −W ) · x‖∞).
????? ???? ???? ?? ???? ‖(L− L) · k‖∞ ≤ n · ‖k‖∞ · ε ≤ 2−m2+o(m)? ???
‖h‖∞ ≤ N(g)1/ϕ(n) · ???(O(
√
m ???m)) · ???(2−m2+o(m) + ‖(W −W ) · x‖∞).?????
?? ??????? ?? ????? ‖x‖? ??? ??? ?????? A? ????? A+ ??? ??? ?????????????? ?? ????
????
????? ‖x‖ ≤ ‖W+‖‖W · x‖ ≤ ‖W+‖ (‖W · x− t‖+ ‖t‖) .
????? ????? ?? ???? ‖W+‖ ≤ 5 · ‖W‖ϕ(m)−3.
?????? ??? ???????? w1, . . . , wn−1 ???????? ? ?????????? ?? ???(O×K)? ??
???(W tW ) ≥ ???(???(O×K)) = RK
√
n,
??? ?? ??????? ????? ?????????? ?? ????????? ??????
????? RK ??????? ??? ????????? ?? ??? ???? K? ??????? λ1 ≤ · · · ≤ λn−1 ??? ???????????
?? W tW ? ?? ????
‖(W tW )−1‖ = 1
λ1
=
∏n−1
i=2 λi
???(W tW )
≤ ‖W‖
2(n−2)
RK
√
n
.
???? ??????? ??????? ??? ?? ???? RK > ???(2,m)/10 ??????? ??? m = 10? ??? ?????
?? ???? RK > 0.96?? ????? W ??? ???? ?????? ????? W+ = (W tW )−1W t? ?? ????????
????
‖W+‖ ≤ ‖W‖‖(W tW )−1‖ ≤ 5‖W‖
2n−3
√
n
≤ 5 · ‖W‖2n−3.

????? ????? ?? ???? ‖W+‖ ≤ 4‖W+‖.
?????? ??? E = W −W ? ????? ??????? ???? W+ = (I+EW+)+W+? ??? A = I+EW+?
????? ‖I −AtA‖ < 1/2? ??? ?????????????? ?? ??? ??????? ?????? ??? ??? ?????????????
??????? ?????
A+ =
∞∑
i=0
(I −AtA)iAt.
??????????
‖W+‖ ≤ ‖A+‖‖W+‖ ≤ 2‖A‖‖W+‖ ≤ 4‖W+‖.

?? ??????? ???? ??? ??? ????? ??????? ???? ‖W+‖ ≤ 2O(m)? ????? ?? ???? ????
‖W · x− t‖ ≤ 2o(m) ??? ‖t‖ ≤ 2p+o(m)? ?? ?????? ???? ????? ???? ‖x‖ ≤ 2p+O(m)? ???
????????? ‖(W −W ) · x‖∞ ≤ 2−m2+O(m)? ???????? ???? ?????????? ?? ?????? ?? ????????
????
‖h‖∞ ≤ N(g)1/ϕ(m) · ???(O(
√
m ???m)) · ???(2−m2+O(m))
≤ N(g)1/ϕ(m) · ???(O(
√
m ???m)).
?????? ??? ??????? ??? ????? ?????? ??????? ?? ????????? ???????
??????? ???? ??????????? ??? ??????????? ????????? ???????? ????? ?? ? ???????
????????? ????????????????? ?????????? ???? ????? ???? ????? ? ????????? ????? a ??
??? ?????????? ???? ?? ????????? m? ???? ? ????????? ?? ????????? ????
???(O
(√
m ???m
)
) ·N(a)1/ϕ(m),
?? ???????? ?????????? ???? ?? m ??? ???N(a)? ???? ????????? ???????????? ??? ??
??? ??????? a ???? ?? ????????????? ?????? ???(O
(√
m ???m
)
)?
????????? ??? ?????????????????(a)? ?????? ?????????? ?? ? ????????? ????? a?
???????? ? ????????? ????? a ?? OK ?
??????? ??? ??????? ?????????????? ?? ? ????? ????????? ?? a?
?? g ← ???(a)? ???? ????????? ?????? ??????? ?????
?? h ← ??????????????(g)? ?????????? ????
?? ?????? h?
???? ????? ??????? ?? ????????? ?????? ???
?????? ????? ????? ??? ??????? ????????? ?? ?????? ??????? ???? ?? a? ????? a ??
?????????? ?? ??????? ?? ??????? g ∈ OK ?? ??????? ?????????????? ???? ???? a = gOK ?
?? ?????????? ???? ?? ???(N(a)) ??? m? ???? ??????? ????? ????????? ??? ???????
??????? ????????? h ?? a ???? ????
‖h‖ = ???
(
O
(√
m ???m
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·N(a)1/ϕ(m),
???? ?? ?????????? ????? ?? ??????? ???? ????? ???? h ???????????? ??? ?? a ???? ??
????????????? ?????? ???(O
(√
m ???m
)
)? 

?
?????? ????? ??????? ?? ?????????? ????? ????????
????????? ???? ??????? ?? ????????? ????? ?? ? ????? ???? ???? ?????? ?????? ???
??? ?????? ????????? ?? ????????? ???? ??? ????????? ??
???????
?? ??????? ?? ?????? ??? ?? ??????????? ????? ????????????? ????? ?????????
??? ??????????? ?? ?????????? ???????? ?? ?????????? ? ?????????
???? ??? ????? ??? ?? ?? ???????? ?????? ??????? ????? ?? ???????? ????????
???? ?????? ????????? ????? ??? ????????
???? ??????? ???????? ??????? ???? ????? ?? ??? ?? ??? ???????? ???????? ???? ?? ??
??????? ????????????? ???? ?????? ?????? ??? ??? ?????? ???????? ???? ?????? ???? ??
??? ??????? ??????? ??? ??????? ?? ??????? ?? ?????????? ????? ?? ????????? ??????????
?? ??? ???????? ???????? ?? ???? ???? ??? ?? ??? ? ???????? ????? ?????? ?? ? ?????????
????? ?? ? ?????????? ???? ?? ??????? ?????????? ????? ?? ???? ???????? ?? ???? ??? ??
???? ???? ????????????? ??????? ?? ???????? ?? ??? ????????? ????? ?? ???? ??? ????????
?????????? ?? ??????? ????
??? ????? ????????? ???????? ???????? ?? ?????? ??? ??????? ???? ????????? ?????? ??
????????? ??????? ?? ????????? ??? ????? ????????? ???????? ??????? ??? ????? ????? ??
????????? ????? a? ??? ?? ???????? ????? b ???? ???? ab ?? ?????????? ??? N(b) ?? ??????
??????? ??? ??? ????? ??? ???? N(b) ≤ ???(O˜(m1+c))? ??? ???? ???????? c > 0? ?????
??? ??? ????? ??? ??????? ???? ??? ???????? ???????? ??????? ????? ?? ??? ? ????????? g
?? ??? ????????? ????? ab ???? ????
‖g‖ ≤ N(ab)1/ϕ(m) ???
(
O˜
(√
m
)) ≤ N(a)1/ϕ(m) ???(O˜ (m???(1/2,c))) .
????? g ∈ ab ⊂ a? ??? ??? ????? ?? ????????????? ?? ??? ???????? ?????? ?? a ???
?? ????????????? ?????? ???(O˜(m???(1/2,c)))? ???? ?? ?????????????? ?? ???? ?? ???
????????? ???? ???? c = 1/2? ??? ?????? ???? ??? ?? ?????????? ?? ???? ??? ?????
????????? ????????? ???? ???????? ??? ??? c < 1?
????? ??? ????????????? ?????? ?? ????? ?? ??????? ??? ??? ???????? ?? ??? ?????????????
????? ???? ????????? ????? ??? ???? ??? ?? ??? ?? ???? ?? ????? ???? ??????? ?? ????
??? ????????????? ????? ?? ?? ????? S ?? ??? ????? ???? ?[G] ???? ??????????? ??? ?????
?????? ??? ??? ????? h ?? OK ??? ??? s ∈ S? ??? ????? hs ?? ?????????? ?????? ???? ???
????? ???? ?[G] ?? ????????? ?????????? ?? ?ϕ(m)? ?? ?? ??? ?? ???? ?? ? ??????? ?? ?ϕ(m)?
??? ????? ‖ · ‖ ??? ‖ · ‖1 ?????? ??? ????? 2 ??????????? ??? 1 ????? ???? ?ϕ(m)?
??? ?? ?????? ????? ??????? ?? ?????????? ????? ????????
??? 1????? ?? ???????????? ??????????? ????? ??? ??? ????? h ??? ??? α ∈ ?[G]? ?? ????
N(hα) = N(h)‖α‖1 ?
??? ??? ??????? ??????? ???? a ?? ?? ????? ?? ??? ???? pα ??? ???? α ∈ ?[G]? ????
??????? ?? ??? ??? ? ?????? γ ?? ??? ??????????? S ???? ?? ????? ?? α ??? ??? 1??????
???? ????? ???? ‖γ − α‖1 ?? ?????? ??? ?? ?? N(pγ−α)? ???????? b = pγ−α? ?? ????
???? ab ?? ?????????? ?? ?? ???? ?????????????? ?b ?? ??? ??????????? ?????????? ???? ??????
??? ??? a?
?? ?? ??? ????????? ????? ?? ???? ??????? ??? ???????? ??????? ?? ? ??????? ????????
????? ? ?????? α ∈ ?[G]? ??? ? ????? ?????? ?? ??? ??????????? S? ???????? ??? ???????
S ???? ??? ???? ???? ???? ?? ?[G]? ?? ?? ?????? ???????? ????? ??? ????? ?????? ???????
????? ???????? ?? ???? ???? ? ???????? ?? ?[G]? ??? ????? ??? ??? ?????? ?? ??? ????????
????? ????? ??−K ?????? ???? aa
τ ?? ??????????? ???? ?? ??? ?????? ?? ??????? ???? ?? ????
???? ????? ?? ??????? α ∈ ?[G]? ??? ?? ????? p ????? ????? ?? ?? ??? ???????? ????? ??????
??? ??? ????? ??? ??? a = pα ???? N(b) ≤ N(p)O˜(m1+1/2) ?? ????????? ?????????? ?????
?????????? ??? ??? ?????????? ?????? ????? ?????????? ?? ??? ????? ????????? ?? ?????
??? ???? ?????? ???????????? ??? ?? ???? ?? ??????? ??? ???? ????? ???? ?????????
???????????????? ???????????? ???? ?? ??? ????? ??? ???????? ???? ????? ?? ?? ? ????
??????? ??? ????????? ??? ????????? ?????? a? ??????? ????? ?? ?? ??? ??????????????? ??
???????? ?????? ??? ???? c?????? ???? ??? ?? ???????? ?? ??? ??????? ??? ?????????? ?? ??
?????? ?? ??? ????????? ?? ??? ????? ????? ??K ?? ? ?[G]???????? ????? ?? ????????????
?? ??? ????? ????? ????????? ?? ?????? ??????? ??? ? ????????? ????????? ?? ????????
??????? ?? ?? ????????? ???? c = 1/2 ?? ????????? ?? ????? ??? ? ????? ?????? ?? ??????????m?
?? ??? ???? ???? ????? ?? ??? ???? ?????? ?? ???? ???????? ?????????? ?? ????????? ???????
??????? ?????
???? ??? ???????? ?? ??? ????????????? ?????
?? ???? ???????? ?? ????? ??? ???????? ?? ??? ????????????? ?????? ??? ?? ?? ????????????
?? ??????? ? ??????? ????????? ??? ??? ????? ????????? ???????? ??????? ?? ??? ?[G]?
????? ?? ??? ???????? ????? ????? ??−K ? ??????? ????
??? ??? ?????? a, b ?? OK ??? ??? ??????? α ∈ ?[G]? ?? a ∼ b? ???? aα ∼ bα? ?? ???
?????? ?? ?[G] ?? ?????? ??????? ?? ?????? ?? ?[G] ?? ??? ????? ????? ??K ? ?? ????????
?????? ?? ??? ?????????? ?? ???????? ? ??????? Λ ?? ???? ???? ?? ?[G] ???? ? ???? ??????
???? ???? ??? ??? ????? h? ??? ??? λ ∈ Λ? ??? ????? hλ ?? ????????? ??? ??? ???? Λ ?? ?
??????? ?? ????? ???????????
?????? ??? ????????????? ?????? ?????? ???? ??? ?????? ????? G ?? ??????????? ????
??????? ?? (?/m?)× ??? a → σa? ????? σa ?? ??? ???????????? ??????? ζm ?? ζam? ???
?????????? ???? ?? ? ???????? x ∈ ? ?? ??????? {x}? ??? ?? ?????? ?? ??? ?????? ????????
?? ??? ???????? [0, 1) ???? ???? {x} = x ??? ?? ????????????? {x} = x− x?
????????? ??? ???? ????????????? ??????? ??? ??? ??????? a ∈ ?? ???
θ(a) =
∑
b∈(?/m?)×
{
−ab
m
}
σ−1b ∈ ?[G].
??? S′ ?? ??? ???????? ????????? ?? {θ(a) | a ∈ ?} ?? ?[G]? ??? ????????????? ????? ??
?????? ?? S = ?[G] ∩ S′? ?? ?? ?? ????? ?? ?[G]? ??? ?? ???? ????? ?? ??? ?????????????
??????? ???? S ?? ?????????? ?? ? ?????????
???? ??? ???????? ?? ??? ????????????? ????? ???
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With Thorsten Kleinjung

ANTS-XIII, Thirteenth Algorithmic Number Theory Symposium (2018)

Generating subgroups of ray class groups with small prime ideals  
ANTS-XIII, Thirteenth Algorithmic Number Theory Symposium (2018)

Isogeny graphs of ordinary abelian varieties  
With Ernest Hunter Brooks and Dimitar Jetchev

Research in Number Theory (2017)

Loop-abort faults on supersingular isogeny cryptosystems  
With Alexandre Gélin

PQCrypto 2017

Short Stickelberger class relations and application to Ideal-SVP  
With Ronald Cramer and Léo Ducas

? Honorable mention 
Eurocrypt 2017

Trustworthy public randomness with sloth, unicorn, and trx  
With Arjen K. Lenstra

International Journal of Applied Cryptography (2016)

Malleability of the blockchain’s entropy 
With Cécile Pierrot

Cryptography and Communications (2018)

Ciphertext-policy attribute-based broadcast encryption with small keys 
With Pascal Junod

ICISC 2015

2 articles in international workshops 
Trust, and public entropy: a unicorn hunt 
NIST Workshop on Random Bit Generation (2016)

A random zoo: sloth, unicorn and trx 
NIST Workshop on Elliptic Curve Cryptography Standards (2016)

1 preprint currently under review 
Eﬃcient verifiable delay functions 
Cryptology ePrint Archive, Report 2018/623 (2018)

SCIENTIFIC COMMUNICATION  
10 presentations in conferences and workshops 
An eﬃcient verifiable delay function (invited) 
Ethereum Foundation and Stanford Center for Blockchain Research workshop at Stanford (USA, 2018) 

A new perspective on the powers of two descent for discrete logarithms in finite fields  
ANTS-XIII, Thirteenth Algorithmic Number Theory Symposium (USA, 2018)

Generating subgroups of ray class groups with small prime ideals  
ANTS-XIII, Thirteenth Algorithmic Number Theory Symposium (USA, 2018)

Short Stickelberger class relations and application to Ideal-SVP  
Eurocrypt 2017 (France, 2017)

Isogeny graphs of ordinary abelian varieties (invited)

? Best presentation award 
ECC 2017, 21st Workshop on Elliptic Curve Cryptography (The Netherlands, 2017)

Graphes d'isogénies de variétés abéliennes ordinaires 
Journées Codage et Cryptographie (France, 2017)

Malleability of the blockchain’s entropy 
ArcticCrypt 2016 (Norway, 2016)

Trust, and public entropy: a unicorn hunt 
NIST Workshop on Random Bit Generation (USA , 2016)

A random zoo: sloth, unicorn and trx 
Journées Codage et Cryptographie (France, 2015)

A random zoo: sloth, unicorn and trx 
NIST Workshop on Elliptic Curve Cryptography Standards (USA, 2015)

6 talks at seminars 
Horizontal isogeny graphs of ordinary abelian varieties and the discrete logarithm problem 
Séminaire de Cryptographie, Rennes (France, 2018)

Mildly short vectors in cyclotomic ideal lattices in quantum polynomial time 
CARAMBA seminar, Nancy (France, 2018)

Isogeny graphs of ordinary abelian varieties 
LFANT seminar, Bordeaux (France, 2017)

Randomness on the blockchain 
RISC seminars, CWI Cryptology Group, Amsterdam (The Netherlands, 2016)

A random zoo: sloth, unicorn and trx 
ALMASTY seminars, Université Pierre et Marie Curie, Paris (France, 2015)

Random self-reducibility of the discrete logarithm problem in genus 2 
LACAL@RISC Seminar on Cryptologic Algorithms, CWI Amsterdam (The Netherlands, 2015)

COMMUNITY SERVICE 
Reviewing for journals and conferences:

‣ PKC 2018

‣ Journal of mathematical cryptology (2018)

‣ Mathcrypt 2018

‣ Asiacrypt 2017

‣ QCrypt 2017

‣ Eurocrypt 2017

‣ Indocrypt 2016

‣ Financial cryptography 2016

‣ Asiacrypt 2015

SKILLS 
Languages: french (native language), english (fluent, TOEIC 945/990)

Computer languages:

‣ Daily use: C, Sage (Python), Magma, LaTeX

‣ Acquainted with: C++, Java, Scala, PHP, HTML/CSS

REFEREES 
Prof. Arjen K. Lenstra (PhD director), EPFL

akl@epfl.ch

Dr. Robert Granger (PhD co-director)

robbiegranger@gmail.com

Prof. Ronald Cramer, CWI, Leiden University

cramer@cwi.nl

Prof. Dimitar Jetchev, EPFL

dimitar.jetchev@epfl.ch
